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SCOMPOSIZIONE DEI POLINOMI

Definizione 1. Scomporre un polinomio in fattori significa scriverlo come pro-
dotto di due o piti polinomi; se poi ciascun polinomio di tale prodotto non
e ulteriormente scomponibile, allora la scomposizione e in fattori irriducibili.

Per esempio:

e perché sappiamo che
(x+3)(x—3)=x>—9

allora una scomposizione del binomio x2—98& (x+3)(x—3)

e perché sappiamo che
(x+2)(x+3)=x>+5x+6
allora una scomposizione del trinomio x24+5x+68& (x+2)(x+3)

Polinomi come x? —9 e x? +5x + 6 si dicono riducibili. Ci sono invece altri
polinomi che non si possono scomporre, come per esempio x? + 9; questi polinomi
si dicono irriducibili.

Definizione 2. Un polinomio e riducibile se & possibile scomporlo nel prodot-
to di altri polinomi, tutti di grado inferiore a quello dato. Si dice irriducibile
in caso contrario.

Le regole per eseguire la scomposizione non sono del tutto nuove perché in molti
casi si tratta di leggere da destra verso sinistra le formule gia note sul prodotto di
polinomi e sui prodotti notevoli.

1.1 RACCOGLIMENTI

Raccoglimento totale

Per eseguire il raccoglimento a fattor comune (o raccoglimento totale) di un poli-
nomio P si procede come segue:

e si calcola il MCD fra i monomi di P
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e si scrive P come prodotto del MCD trovato per il polinomio che si ottiene
dividendo ciascuno dei monomi di P per tale MCD

Per esempio:
e ax+ay = a(x+vy) o 6a% +4ab =2a(3a+2b)

Un raccoglimento di questo genere si puo fare anche quando il fattore comune,
anziché essere un monomio, € un polinomio. Per esempio, nel polinomio x(a —
1) +y(a—1) si puo raccogliere il binomio (a — 1), ottenendo

x(a—1)+yla—1)=(a—1)(x+y)

Dopo un raccoglimento a fattor comune, il numero di termini che si trovano
all’interno delle parentesi deve essere uguale al numero dei termini del polinomio.
Per esempio:

3B Hx?+x=x(x>+x+1)

tre termini tre termini

Esercizio 1. Scomponi x(a+b) —y(a+b) +2(a+Db).

Soluzione. 1l fattore comune ¢ (a + b), quindi

x(a+b)—yla+b)+2(a+b)=(a+b)(x—y+2) O
Esercizio 2. Scomponi x(a—1) +y(a—1) +2(1 —a).

Soluzione. 1 primi due addendi hanno (a — 1) come fattore comune, ma nel terzo
troviamo (1 — a). Conviene allora evidenziare dapprima il segno — nell’ultima
parentesi:

x(a—1N+yla—1+2(1—a)=x(a—1)+yla—1)—2(a—1)
Il fattore comune & a — 1. Raccogliendolo otteniamo:

(a—1)x+y—2) O

Raccoglimento parziale

Talvolta non esiste un fattore comune a tutti i termini da poter raccogliere, ma
capita che ci siano dei fattori comuni solo a qualche termine. Per esempio, nel
polinomio

ax +bx+ay + by
M~ ~—



i primi due termini hanno in comune il fattore x, mentre gli ultimi due hanno in
comune il fattore y. Possiamo allora eseguire dei raccoglimenti parziali mettendo in
evidenza questi fattori comuni parziali:

x(a+b)+yla+b)

Quella che abbiamo ottenuto non é ancora una scomposizione del polinomio di par-
tenza perché abbiamo una somma, ma ci siamo messi nelle condizioni di poter
effettuare un raccoglimento totale, visto che (a + b) € un fattore comune ai due
addendi. Eseguendo il raccoglimento atteniamo

(a+b)(x+vy)

che e la scomposizione cercata.

Questo procedimento e applicabile tutte le volte che & possibile un successivo
raccoglimento totale; non serve invece se non si riesce a mettere in evidenza un
fattore comune.

Esercizio 3. Scomponi 2x — 2y — ax + ay.

Soluzione. Si puo eseguire un raccoglimento parziale:

2x—2y—ax+ay =2(x—y)—alx—y)=(x—y)(2—a) O
—_——— —
Esercizio 4. Scomponi 2x — 2y — ax + az.
Soluzione. Proviamo a eseguire un raccoglimento parziale:

2x — 2y — =2(x—y)— —
x—2y—ax+az (x—y)—a(x—2z)

Questa volta il raccoglimento, anche se eseguito correttamente, non e di alcuna
utilitd perché non ha messo in evidenza un fattore comune. Per scomporre il
polinomio, sempre che sia possibile, occorre procedere per altra via. O

Esercizio 5. Scomponi ax + ay + 3x + 3y.

Soluzione. 1l raccoglimento parziale si puo fare in diversi modi.
Possiamo raccogliere a fra i primi due monomi e 3 fra gli ultimi due:

ax+ay+3x+3y =a(x+y)+3(x+y) = (x+y)la+3)
—_——  ~——
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e Oppure possiamo raccogliere x fra il primo e il terzo monomio, e y fra il
secondo e il quarto:

\a;c/Jraier\S}/JrSiy =x(a+3)+yla+3)=(a+3)(x+y)
Le due scomposizioni, ovviamente, coincidono. O

Talvolta si usa una combinazione tra il raccoglimento totale e quello parziale,
come nell’esempio seguente.

Esercizio 6. Scomponi 2ax + 2bx +4ay + 4by.

Soluzione. Mettiamo in evidenza il fattore 2 per tutto il polinomio:
2(ax +bx + 2ay + 2by)

Raccogliamo x fra i primi due termini all'interno della parentesi e 2y fra gli ultimi
due:

2 bx +2 2by) =2 b)+2 b)| =2 b 2
(ax +bx + 2ay + 2by) [x(a+b)+2y(a+b)] [(a+Db)(x+2y)]
In definitiva, la scomposizione del polinomio e

2(a+b)(x+2y)

in cui abbiamo eliminato le parentesi quadre perché superflue. O

Esercizio 7. Scomponi ax + ay + az + bx + by + bz.

Soluzione. Non c’e alcun fattore comune a tutto il polinomio. Proviamo a mettere
in evidenza per gruppi di termini, evidenziando a tra i primi tre termini e b tra gli
ultimi tre:

ax+ay+az+bx+by+bz=ax+y+z)+bx+y+z)=x+y+z)(a+b) O

Gli esempi precedenti ci permettono di fare alcune considerazioni sui modi di
raccoglimento totale e parziale.

e Innanzitutto occorre verificare se c’e la possibilita di un raccoglimento totale.

e Se il polinomio ottenuto dopo il raccoglimento lo permette, bisogna raccoglie-
re parzialmente per gruppi di monomi di uguale numerosita: a due a due, a
tre a tre, e cosi via.

o La scelta dei termini fra cui raccogliere a fattor parziale non segue regole
precise se non quella di cercare di arrivare alla possibilita di un successivo
raccoglimento totale; sara 1'esperienza via via maturata a guidarti nelle scelte.

e Puo capitare che un raccoglimento parziale fatto in un certo modo non per-
metta di fare la scomposizione; prima di abbandonare questo metodo convie-
ne tuttavia provare a eseguire raccoglimenti in un altro modo.



1.2 RICONOSCIMENTO DI PRODOTTI NOTEVOLI

Le formule che abbiamo imparato sui prodotti notevoli si possono anche leg-
gere da destra verso sinistra per individuare i polinomi da cui provengono tali
espressioni e rendere quindi possibile la loro scomposizione.

Quadrato di un binomio

Ricordiamo le formule:
a?+2ab+b? = (a+b)? a?—2ab+b? =(a—b)?

Se un polinomio e costituito da tre addendi, due dei quali sono quadrati di mo-
nomi o di altri polinomi, & quindi possibile che tale trinomio sia il quadrato di un
binomio. Per stabilirlo bisogna verificare che il terzo termine sia proprio il doppio
prodotto delle basi considerate. Se il doppio prodotto ha segno +, interporremo il
segno + fra le basi, se ha segno — interporremo il segno —.

Esercizio 8. Scomponi x% 4+ 6x+9.

Soluzione. Il primo e il terzo termine sono quadrati, rispettivamente di x e di 3, e il
secondo termine ¢ il doppio prodotto degli stessi monomi (2-x -3 = 6x).

X2+ 6x+ 9
(x)? (3)2
Quindi possiamo scrivere:
X2 +6x+9=(x+3)? O

Esercizio 9. Scomponi x? — 2x + 1.

Soluzione. 1l primo e il terzo termine sono quadrati, rispettivamente dix e di 1, e il
secondo termine e il doppio prodotto degli stessi monomi, quindi:

X2 —2x+1=(x—1)? O
Esercizio 10. Scomponi 9a? — 12ab + 4b2.

Soluzione. 1l primo e il terzo termine sono quadrati, rispettivamente di 3a e di 2b,
e il secondo termine ¢ il doppio prodotto degli stessi monomi, quindi:

9a% — 12ab + 4b? = (3a — 2b)? O
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Differenza di quadrati

Ricordiamo la formula:
a’?—b?>=(a+b)(a—b)

Se un binomio é costituito dalla differenza di due monomi che sono dei quadrati, per
scomporlo basta quindi individuare le basi dei due quadrati e scrivere il prodotto
della loro somma per la loro differenza.

Esercizio 11. Scomponi 9x* — 16.

Soluzione. 1 due termini sono i quadrati rispettivamente di 3x e di 4.

9x%2— 16

(3x)%2 42
Quindi:
9x% —16 = (3x+4)(3x —4) O

Esercizio 12. Scomponi (a — 3)2 — b2

Soluzione. 1l due termini sono i quadrati rispettivamente di a —3 e di b, quindi:

(@—3)%2—b%2=[a—3)+bl-[(a—=3)—bl=(a—3+b)(a—3—D) O

1.3 TRINOMIO SPECIALE

Supponiamo di dover scomporre il trinomio di secondo grado
X% +5x+6

Per scomporlo bisogna cercare i due numeri interi che hanno per somma il coeffi-
ciente del termine di primo grado (cioe 5) e per prodotto il termine noto (cioe 6).
Questi due numeri sono 2 e 3. Allora si puo scrivere:

X2 +5x+6= (x+2)(x+3)

che e la scomposizione cercata.
Questa procedura si pud applicare a tutti i polinomi di secondo grado della
forma
X% 4 sx+ P

tali che



il coefficiente del termine di secondo grado e uguale a 1

il coefficiente del termine di primo grado s e il termine noto p sono numeri
interi

s si puo esprimere come somma di due numeri interi a e b (s = a +b)
p € uguale al prodotto degli stessi due numeriae b (p = a-b)

Un trinomio di questo tipo si dice trinomio speciale (o caratteristico). Per scomporlo
basta individuare i due numeri interi a e b tali che s=a+bep =a-Db, e scrivere
che:

x2+sx+p =x>4+(a+b)x+a-b=(x+a)(x+b)

Per cercare i due numeri a e b conviene partire dal loro prodotto (il termine noto
del trinomio), scrivere tutte le coppie di numeri interi che danno quel prodotto e
cercare fra queste coppie quella che ha per somma il coefficiente del termine di
primo grado.

Esercizio 13. Scomponi x> + 6x + 8.

Soluzione. In questo caso s = 6 e p = 8. A meno del segno, il termine noto 8 si pud
scrivere come prodotto di due numeri interi solo come:

1-8 2-4

Poiché il prodotto & positivo, i numeri cercati sono concordi; poiché la somma &
positiva, questi numeri sono entrambi positivi. I numeri cercati sono quindi 2 e 4
(s=a+b=2+4=6,p=a-b=2-4=38). Quindi il trinomio si scompone in:

X2 +6x+8=(x+2)(x+4) O
Esercizio 14. Scomponi x? — 5x + 6.

Soluzione. In questo caso s = —5 e p = 6. A meno del segno, il termine noto 6 si
puo scrivere come prodotto di due numeri interi solo come:

1-6 2.3

Poiché il prodotto e positivo, i numeri cercati sono concordi; poiché la somma &
negativa, questi numeri sono entrambi negativi. I numeri cercati sono quindi —2
e —3, per cui:

X2 —5x+6=(x—2)(x—3) O

Esercizio 15. Scomponi x? + 3x — 10.



Soluzione. In questo caso s = 3 e p = —10. A meno del segno, il termine noto —10
si puo scrivere come prodotto di due numeri interi solo come:

1-10 2.5

Poiché il prodotto € negativo, i numeri cercati sono discordi; poiché la somma &
positiva, il valore assoluto del numero positivo ¢ pit1 grande del valore assoluto
del numero negativo. I numeri cercati sono quindi —2 e 5, per cui:

X2 +3x—10 = (x—2)(x +5) O
Esercizio 16. Scomponi x? — 2x — 3.

Soluzione. In questo caso s = —2 e p = —3. A meno del segno, il termine noto —3
si puo scrivere come prodotto di due numeri interi solo come:

1-3

Poiché il prodotto e negativo, i numeri cercati sono discordi; poiché la somma &
negativa, il valore assoluto del numero negativo e pitt grande del valore assoluto
del numero positivo. I numeri cercati sono quindi —3 e 1. Quindi il trinomio si
scompone in:

x2—2x—3=(x—3)(x+1) O

Esercizio 17. Scomponi x? +x + 1.

Soluzione. In questo caso s = p = 1. Poiché non esistono due numeri interi che
soddisfano le condizioni richieste, il trinomio non & un trinomio speciale. In effetti,
si dimostra che il trinomio e irriducibile. ]

Trinomi riconducibili a trinomi speciali

In alcuni casi si puo applicare il metodo per scomporre un trinomio speciale
anche quando il trinomio non e di secondo grado.

Esercizio 18. Scomponi x* —5x% + 4.

Soluzione. Facciamo la sostituzione

Il polinomio P assegnato diventa

t2 —5t+4
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che e un trinomio speciale:
t2—5t+4=(t—4)(t—1)
Ritorniamo all’incognita x ponendo t = x?:
Px) = (x> —4)(x* = 1)
I polinomi x? — 4 e x2 — 1 sono entrambi differenze di quadrati:

P(x)=(x*—4) - (x*=1) = (x—2)(x+2)(x —1)(x+ 1)

che e la scomposizione cercata. 0
Esercizio 19. Scomponi x* —10x? + 9 = 0.

Soluzione. Con la sostituzione x? = t il polinomio P assegnato diventa
t2—10t+9
che & un trinomio speciale:
2 —10t+9=(t—9)(t—1)
Ritorniamo all’incognita x ponendo t = x?:
P(x) = (x> —9)(x*—1)
I polinomi x? — 9 e x? — 1 sono entrambi differenze di quadrati:

P(x)=(x2=9) - (x2=1) = (x=3)(x+3)(x=1)(x+1)

che e la scomposizione cercata. O
Esercizio 20. Scomponi x* + 5x? + 6.

Soluzione. Con la sostituzione x? = t il polinomio P assegnato diventa
t? +5t+6
che e un trinomio speciale:
t2+5t+6=(t+2)(t+3)
Ritorniamo all’incognita x ponendo t = x?:

P(x) = (x* +2)(x* +3)

che non é ulteriormente scomponibile, per cui quella appena scritta & la scomposi-
zione cercata. O

9
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1.4 REGOLA DI RUFFINI

Quando la scomposizione di un polinomio non si puo fare con uno dei metodi
precedenti, l'unica cosa che rimane & la regola di Ruffini. Dato un polinomio P(x)
di grado n, se riusciamo a trovare un numero a per cui P(a) = 0, allora possiamo
scomporre

P(x) = (x—a)-Q(x)

dove Q(x) ha grado n — 1. Il problema di scomporre un polinomio P(x) si ricondu-
ce quindi a quello della ricerca di un numero a che sostituito alla x renda nullo il
polinomio. Un numero di questo tipo si dice anche zero del polinomio.

Il numero a non va cercato del tutto a caso. Se il polinomio € a coefficienti interi
e il coefficiente di grado massimo e uguale a 1, possiamo restringere il campo di
ricerca di questo numero: gli zeri interi del polinomio vanno cercati tra i divisori
del termine noto.

Illustriamo la regola di Ruffini con un esempio.

Esercizio 21. Scomponi x> — 6x% + 11x — 6.

Soluzione.
e Gli zeri interi di P(x) sono da ricercare fra i divisori del termine noto —6:

+£1 +£2 +£3 =+6

Sostituiamo questi numeri in P(x) finché ne troviamo uno che lo annulla.
Per x = 1 si ha:

P1)=13—-6-17+11-1-6=1-6+11—-6=0

quindi il polinomio si pud scomporre come P(x) = (x —1)Q(x), con Q(x)
polinomio di secondo grado.

¢ Disegniamo il seguente schema: scriviamo i coefficienti di P(x), ordinato se-
condo le potenze decrescenti della variabile. Se manca un coefficiente, occorre
mettere 0. L'ultimo coefficiente &€ messo esternamente alla griglia. Nell’an-
golo a sinistra dello schema si pone lo zero del polinomio trovato, in questo
caso 1.

Coefficienti numerici del polinomio P(x) da scomporre

Termine noto
di P(x)

1 —6 11 -6 —
Zerodi P(x) ———— 1
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I primo coefficiente si riporta inalterato nella parte sottostante:

Moltiplichiamo lo zero del polinomio per il coefficiente appena trascritto e
riportiamo il risultato sotto il secondo coefficiente: 1-1 =1

1 —6 11 —6
1

Wk
[ |
Sommiamo i due termini appena incolonnati: —6+1 = —5
1 —6 1 —6
1 1
o
Moltiplichiamo lo zero del polinomio per la somma ottenuta: 1-(—5) = —5
J 1 6 11| -6
1 1 y -5
Tl

1T -6 11| —6
1 1 -5
‘ 1 5 6 ‘

Moltiplichiamo lo zero del polinomio per la somma appena ottenuta: 1-6 =6

1 —6 11 —6
1 1 -5 6

‘1\—5\-6‘0

Sommiamo i due termini appena incolonnati: —6 + 6 =0

11
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1 —6 11 —6
1 ’ 1 -5 6
1 5 6 |0
f
qui deve

sempre venire 0

coefficienti di Q(x)

e I numeri che abbiamo ottenuto nell’ultima riga, cioe 1, —5 e 6, sono i coeffi-
cienti del polinomio Q(x) = x? — 5x + 6. Possiamo allora scrivere:

P(x) = (x—1)(x2 —5x +6)

o Il polinomio x? — 5x + 6 & un trinomio speciale
x? —5x+6=(x—2)(x—3)
In definitiva:
Px)=(x—1)(x—2)(x—3) O

Esercizio 22. Scomponi x> — 7x — 6.

Soluzione.
e Gli zeri interi di P(x) sono da ricercare fra i divisori divisori di —6:
+1 £2 +£3 =6

Per x = 1 si ha:
PM=13-7-1—6=1-7-6+#0

Per x = —1 si ha:
P(—1)=(-1P=7-(-1)—6=—147—6=0

quindi P(x) = [x — (=1)]Q(x) = (x + 1)Q(x), con Q(x) polinomio di secondo
grado. Nota lo 0 nella prima riga, in corrispondenza del termine di secondo
grado mancante in P.

1 o -7 -6
-1 1 6
‘ 1T -1 —6 \ 0




1.4 REGOLA DI RUFFINI | 13

Quindi:
P(x) = (x+ 1)(x* —x—6)

o Il polinomio x?

— X — 6 € un trinomio speciale:
X2 —x—6=(x—3)(x+2)

In definitiva:
P(x) = (x+1)(x —3)(x+2) O

Esercizio 23. Scomponi x> — 8.

Soluzione.

e Per x =2 si ha:
P(2)=23-8=8-8=0

quindi P(x) = (x —2)Q(x), con Q(x) polinomio di secondo grado. Nota i due
zeri nella prima riga, in corrispondenza dei termini di secondo e di primo
grado mancanti in P.

1 -8
2 8
| o

Quindi:
P(x) =x3—8=(x—2)(x* +2x +4)

e Si dimostra che x% 4 2x + 4 & irriducibile. In definitiva, quella appena scritta
e la scomposizione richiesta. O

SINTESI SULLA SCOMPOSIZIONE

Quando si deve scomporre un polinomio bisogna guardare bene la sua forma per
capire quale, fra i metodi che abbiamo visto, € il pit1 adatto. In generale, conviene
seguire una procedura di questo tipo:

e si verifica se si puo eseguire un raccoglimento totale
e si verifica se si puo eseguire un raccoglimento parziale

e si verifica se il polinomio & lo sviluppo di un prodotto notevole (quadrato di
un binomio se ha tre termini o differenza di quadrati se ne ha due)

e si verifica se il polinomio & un trinomio speciale
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si stabilisce se & possibile scomporlo con la regola di Ruffini

si usa una combinazione dei metodi precedenti

1.5 MCD E MCM

Quando eseguiamo la divisione tra due numeri interi a e b, diciamo che a &
divisibile per b (o che a & multiplo di b) se esiste un intero q tale che a = gb. I
numeri a, b e q si dicono rispettivamente dividendo, divisore e quoziente.

Allo stesso modo, dati i polinomi A(x) e B(x), diremo che A(x) e divisibile
per B(x) (o che A e multiplo di B) se esiste un polinomio Q(x) tale che A(x) =
Q(x)B(x). I polinomi A(x), B(x) e Q(x) si dicono rispettivamente dividendo, divisore
e quoziente.

Se due o pitt polinomi hanno uno stesso polinomio divisore, si dice che esso ¢
un divisore comune a tali polinomi. Fra tutti i divisori comuni a due o piti polinomi
si chiama massimo comun divisore (MCD) quello di grado piu grande.

Definizione 3. Il massimo comune divisore di due polinomi A e B, indica-
to con MCD(A, B), ¢ il polinomio di grado piti grande fra tutti i divisori
comuni ad A e B.

Per determinare il MCD fra due o pitt polinomi:
si scompongono i polinomi in fattori irriducibili

si scrive il prodotto dei soli fattori comuni con 1’esponente pit piccolo con
cui compaiono

Se un polinomio ¢ divisibile per altri polinomi, si dice che esso e multiplo comune

a tali polinomi. Due o pili polinomi possono avere infiniti multipli comuni; quello
di grado pitt piccolo si chiama minimo comune multiplo (mcm).

Definizione 4. Il minimo comune multiplo di due polinomi A e B, indica-
to con mcm(A, B), ¢ il polinomio di grado pitt piccolo tra tutti i multipli
comuni diversi da zero di A e di B.

Per determinare il mem fra due o piti polinomi:
si scompongono i polinomi in fattori irriducibili

si scrive il prodotto dei fattori comuni e non comuni con l’esponente pitt
grande con cui compaiono
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Esercizio 24. Determina MCD e mcm fra i seguenti polinomi:

2 -4 6x*+12x+6

Soluzione. Scomponiamo in fattori i due polinomi:
o X2 —4=4(x—-1)=4(x+1)(x—1)
o 6x2+12x+ 6 =6(x>+2x+1) = 6(x + 1)?

Allora:
MCD =2(x+1)  mem=12(x+1)%(x—1)

Esercizio 25. Determina MCD e mcm fra i seguenti polinomi:

8a? 4+ 16ab +8b%  4a* —4a?b?  12a%+12ab

Soluzione. Scomponiamo in fattori i tre polinomi:
o 8a% +16ab + 8b% = 8(a? +2ab+b?) = 8(a+b)?
o 4a* —4a?b? =4a?(a? —b?) =4a*(a—b)(a+b)
¢ 12a% +12ab = 12a(a +b)

Allora:
MCD =4(a+b)  mem =24a%(a+b)*(a—b)

Definizione 5. Due polinomi A e B si dicono primi tra loro se non hanno

divisori comuni, a parte le costanti.

Per esempio:

o x2—Tex?—4sono primi tra loro, perché non hanno divisori comuni, essendo

x> —1=(x+1)(x=1) x*—4=(x+2)(x—2)

o x* —9 e x? —6x+ 9 non sono primi tra loro, perché hanno x — 3 come divisore

comune:
x2—9 = (x+3)(x—3) x2—6x+9=(x—3)?

15
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1.6 ESERCIZI

Chi non risolve esercizi
non impara la matematica.

Scomponi in fattori raccogliendo a fattor comune.

@ 3xy6x? Bx(2x+y)] €P 5% —2x? [x2 (5% —2)]
& bv’+3b [b(d*+3)] P 2x> —2x 2x(x — 1) (x +1)]
© 3’3‘9_1?2 [3‘32("_49” @ a3 Bla+1)]
g coe BC{;{;’;;E @ 20205 salh Wb (be—2)
© 52 15 sxx—3) @ —o'-d’-a?  [-a’(a’+a+1)]
@ 152y 122 ly(3x2 —2y)] @B alx+y)—blx+y) [x+y)la—b)
@ Py 4y -1)] @ 2(x—3y)-yBy—x) [y +2)(x—3y)l
Scomponi in fattori con il raccoglimento parziale.
@ 2> 2ytrax—ay (x—y)a+2)] €& x>+x24+x+1 [(x+1)(x%+1)]
G 3ax—6a+x—2 [(Ba+1)(x—2)] @ b2x — b2y +2x —2y [(x y)(b2+2)]
@ ox+vx—ay—-by [(a+b)x—y)] E@P a3+2a?+a+2 [(a+2)(a®+1)]
@ 3ax—9%a—x+3 [(x—3)(3a—1)] @ a’x+ax—a—1 [(a+T1)(ax—1)]
@ ax2+ax+bx+b [(x+1)(ax+Db)] @ b2x — 2bx + by — 2y [(b —2)(bx +y)]
@ 2ax —4a—x+2 [(x—2)(2a—1)] @ 2a—a?+8b—4ab [(2—a)(a+4b)]
@& 2 +x—1 [(x=1)(x2+1)] €@ 23 +x>+2x+1 [(2x+1)(x*+1)]
@ +x2—x—1 [(x=Nx+1)?] € 3x*>—x>+9x—3 [Bx—1)(x2+3)]
Scomponi in fattori raccogliendo prima a fattor comune e poi parziale.
3x3 —3x? +3x—3 [3(x71)(x2+1
4

a’ +4a®—2a°—8a
X3y +x2y +xy +y

00000000

b2x 4+ b2y — 2bx — 2by [b(x +y)(b—2)]
b2x — 2bx — 2by + b2y [b(b—2)(x+y)l
26x2 4+ 27x +210x 4211 [26(x+2)(x +16)]
2x3 4 2x2 — 2ax? — 2ax 2x(x+1)(x —a)]
2bx2 4+ 4bx — 2ax? —4ax [2x(x +2)(b —a)]



1.6 ESeErcizI | 17

@ x4+ x3 —x2—x [X(X*])(X+1)Z]
@) 3¢ +9x?—6x3 —18x [3x(x? +3)(x — 2)]
@ 3x4 —3x3 +3x? — 3x [3X(Xf (x2+1 )]

Scomponi in fattori riconoscendo il quadrato di un binomio.

@ -2a+1 [(a—1)2] @ 42 +dxy+y? [(2x +y)?]
@ X +4x+4 [(x+2)?] & o +36a%+12d3 [a?(a+6)?]
2_6y+9 —3)?
6@ ?6t2+y8t+1 [Eiﬂi% D o o
25 2 2
@ +3+1+4x [(2x+1)2] €@ 5+10x+x [be+-5)°]
@ 52 6a+1 (Ba—12] € 25-10x+x? [(x—5)?]
@ 4?2 —12x+9 [(2x—3)2] @D 100+ a?b*+20ab?  [(10+ ab?)?]
o 5 1 2] 1,2 ) 1 2
74" tab+b (*a+b) @ _2+5ab+b (fa+b)
4 2 9 3 3
2 2
@ 9 +4+12x [(3x+2)7] @ 25a% — 10ax + x2 [(5a—x)2]
.
(52 ] ga474a2+9 {<§a23> @ 30%x—12axb + 12b%x [3x(a—2b)?]
1, 1 : : : 27 @ X2 4+ 4x* +4x3 [x3(x+2)2]
>34 4" 7§x+§ [(ZXS) | @ 243 12y%x+18x%y [2y(3x —y)?]

Scomponi i seguenti polinomi come differenza di quadrati.

@D 250 [(a+5b)(a—5b)] @ —4a’+b? [(b—2a)(b+2a)]
@ 16y [(4—xy)(4+xy)] @@ —a?b*+49  [(7—ab?) 7+ab2]
@ -9 (5-3x)(5+3x)] @ a*-16 [(a—2)(a+2)(a®+4)]
@ 4097  [(2a7 -3b)(2a° +3b)] @ 162 — 9b2 [(4a —3b)(4a + 3b)]
@ -6y’ [(x—4y)(x+4y)] P 942 [(3—2x)(3 + 2x)]
& 144x% —9y? [9(4x —y) (4x +y)] 1 1
@ 16" —81b2 [(4a2 —9b)(4a? + 9b)] @D - Kiqu XHH
@D b2 [(abz c)(ab?+c)] € o —9? [(a+3b)(a—3b)]
@ - (22320 +)] @ %az_1 Kia_])< a+])}
@D 1+ (a—1) +1)]

SR €@ -16+25%° [(5x —4) (5% +4)]
@ -5 (5G] @ v (x-vrviru)
@ 250 2(a—5)(a+5)] €D (a—1)?%—b% [([a—1-b)(a—T1+Db)]

Scomponi in fattori i seguenti trinomi speciali.
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88

6000006000000

x2 —5x — 36 [(x—9)(x+4)]
x2 —17x+16 [(x—=16)(x—1)]
x2 —13x+12 [(x—12)(x—1)]
x? +6x+8 [(x +2)(x +4)]
X2 +7x+12 [(x+3)(x+4)]
x2—2x—3 [(x—3)(x+1)]
x2 +9x+18 [(x +3)(x +6)]
x2 —5x+6 [(x —3)(x —2)]
x2 —8x—9 [(x=9)(x+1)]
x2—7x+12 [(x—4)(x—3)]
x2 —6x+8 [(x —4)(x—2)]
x2 —3x—4 [(x—4)(x+1)]
x2 +5x — 14 [(x=2)(x+7)]

0086660666066

x2 +4x—12 [(x—2)(x+6)]
x2 —3x+2 (x—=2)(x—1)]
x243x—10 [(x —2)(x+5)]
xZ +13x 412 (x+1)(x+12)]
x2 4 2x —35 [(x—5)(x+7)]
x? 4 5x — 36 (x—4)(x+9)]
x2 +8x+7 [(x+1)(x+7)]
x2 —10x + 24 [(x—6)(x—4)]
x2 +x—20 [(x —4)(x+5)]
x2 +4x —45 [(x—5)(x+9)]
x2 —4x —21 [(x —7)(x+3)]
x2 +4x —21 [(x—3)(x+7)]
x2 —10x + 21 [(x—=7)(x—3)]

Scomponi in fattori i seguenti polinomi con la regola di Ruffini.

©0

x3—4x2+x+6[(x+1)(x—2)(x —3)]

X +x2=5x+3  [(x—1)2(x+3)]

9@

x3 —5x%2 +8x—4
3t3

[(x—1)(x—2)?]
—t2—12t+4 [(3t—1)(t —2)(t + 2)]

Scomponi in fattori i seguenti polinomi con i metodi che conosci.

©0e06060606000606666

4x2 —xy—4ax+y  [(x—1)(4x—y)]
x3 4 3x — 4x2 [x(x —3)(x—1)]
6x2 — 24xy + 24y? [6(x —2y)?]

8la—16a3b? [a(9—4ab)(9+ 4ab)]
x2 —4x —45 [(x —9)(x+5)]
y3 —5y? — 24y [y(y—8)(y+3)]
adx +4a?x +4ax [ax (a+2) 2]
8ab? —2a3 [2a(2b — a)(2b + a)]
x2 —2x+1 [x—]z]

a*+b*—2a?b? [(a—b)?(a+b)?]

x2 —12x+32 [(x — 8)(x —4)]
x2 —8x+15 [(x—5)(x—3)]
x3 —5x2 4 6x x(x —3)(x—2)]
4a? +4a+1 [(2a+1)?2]
dx?y? —dxy +1 [(2xy —1)?]

x34+x2—9%x—9 [(x + 1) (x + 3)(x — 3)]

@@@@@@@@@@@@@@@@

a2 +6a+9 [(a+3)?]
12xy — 16y [4y(3x —4y)]
ax? — ay? [a(x —y)(x +y)]
7t2 —28 [7(t—2)(t+2)]
2x2 + 8+ 8x [ X+22]
25y% —10y2 +1 [(5y% —1)2]
a2 +12a+36 [a+62]
5x* — 52yt [5x?(x —y?)(x +y?)]
x2 + 10xy + 25y2 [(x+5y)?]
x2 + 6x — 40 [(x—4)(x+10)]
x? —6x —27 [(x = 9)(x + 3)]
ax+bx—3ay —3by [(a+b)(x — 3y)]
ax? +4ay? + daxy [ (x +2y) 2]
6x3y — 12x%y% + 6xy> [6xy(x —y)?]
X2 +3x—28 [(x—4)(x+7)]
x2 +2x — 24 [(x —4)(x +6)]
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9y? + 6y +1 [(By+1)?]
9a%2 -9 9(a—1)(a+1)]
x24+9x—10 [(x—=1)(x+10)]
x2 —x—30 [(x —6)(x+5)]
23 +14x2 +20x  [2x(x+2)(x +5)]
x24+11+24 [(x+3)(x+8)]
x2 +8x+12 [(x+2)(x +6)]
x2 —5x+4 [(x—4)(x—1)]

[(a=1)(y—2¢)]
((x +3y)(5a—3)]
[(y*-2) )]
[(x—] )(2x — 3(1]
[(x+y)(3x+ 3y +5)]

(3xy —

@ED 18a*b—2b3 [2b(3a? —b)(3a’ +b)]
& -9x+20 [(x—5)(x —4)]
@D 32a-50ab?>  [2a(4—5b)(4+5b)]
S 4>-12y+9 [(2y —3)?]
@& > +4x—45 [(x+9)(x—5)]
@ 20x? +8ay? +8axy  [2a(x+2y)?]
@ 12ax? + 12axy + 3ay? [3a 2x+y) 2]
& 2+4a-32 [(a—4)(a+38)]
Scomponi in fattori i seguenti polinomi con i metodi che conosci.

ay 4+ 2x3 —2ax3 —y

5a(x+3y) —3(x+3y)

3xy3 —6xy — ay? + 2a

2x(x—1)—3aZ(x—1)

3(x +y)? +5x + 5y

b2x + b2y + 2ax + 2ay

b2x — b2y + 2ax — 2ay
ax+bx+2x—a—b—2
a3 —a’b? —ab+b3
10x3 — 12x2
a® —16ab*

—5xy + 6y

T6y* —z*

ad —pd

a3 +a?—4a—4

6a3 —a? —19a—6
ax+bx —3ay —3by
403 +8a%*—a—2
23 +4x—3x% -6
81a* —64a’b?
X3+ 22 —x—2

3x°> —27xy?
6abx —3x 4+ 2aby —y
81a* —b?

x? —3a® 4+ ax — 3a%x

6a® —24ab?

60606000660600060000006060006

[(x+y 2a+b2)]
)

[x y) b2+2a]
[(a+b+2)( —1)]
[(a—b%)(a? —1)]
(

)

[(5x — 6)(2x? —y)]
[a(a—2b)(a+2b)(a? +4b?)
[(2y —2)(2y +z) (4y? + 2?)
b)(a+b)(a? +b?)(a’ )
[(a+1)(a—2)(
((a—2)(2a+3)(3
[(a+b)(x—3y
[(a+2)2a—T1)(2a+1
[(ZX 3)( x2+2)]
[a?(9a—8b)(9a + 8b)]
[(x—T1)(x+1)(x+ 2)]
[3x(x2—3y (x? + 3y? )]
[(2ab —1)(3x +y)]
[(3a—b)(3a+b)(9a% +b?)]
[(a+x)(x—3a?)]

[6a(a? —2b2)(a? +2b?)]

]
]
[(a— +b4)]
a+2
a+1

)]
)]
)]
)]
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[(x—2)(x+1)(x+4)]

[2b3(5a% —1)(5a% +1)]

[ab(6 —7ab)(6+ 7ab)]

[(a75)(a+5)(b+1)}
[(a—])(a—i—U(a +1)(

[2a3(5b—2a )(5b + 2a)

+1)]
)]

aZ+6a+9 [a+3,5(a+3)?]
a? — b2 [a—Db, ala—Db)(a+b)]
b2 —4a? (1, (b —2a)(b+2a)]
3a+a? 1, ala—3)(a+3)]
(x+y)2x—y)  [x+y, (x—y)x+y)?]
a?+a—6 (1, (a—3)(a—2)(a+3)]
x2 —1 [x—1, (x—1)2(x+1)]
x2 —3x+2 (1, (x=2)(x—1)]
a+ab—b—1 [, (a=1)(a+1)(b+1)]
4x2 _9 1, x(2x —3)(2x + 3)]
1—a [a—1, (a—1)?(a—2)]
3x% —2x [1, 2x(3x —2)]
202 -2 (1, 2a(a—1)(a+1)]
X2 =3x+2  [x—2, (x=2)(x—1)(x+2)]
3x—6 [x—2,3(x—2)%(x+2)]

QD +3x2-6x-38
@B 50a*b3 —2v3
@D 36ab —49a3b3
D vb-25b+a%-25
@ ad—1
@D 50a3v? —8a®

Calcola il MCD e il mem dei seguenti gruppi di polinomi.
QD 3 5a+415
@ - ab —a?
aqQ® bv+2a b—2a
a -9 3a—a?
@ X2 + 2xy +y? x? —y?
ap a2 a?-9
203 IR x2 —2x+1
@ x—2 x—1
ap -1 b+1
ap 2x? —3x
P o> 2a+1 a?—3a+2
ap 2x o —2
@ a’?—a a+a
ap -2 x?—4
@ x2 —4x+4 2=
@ Indica la risposta corretta.

a. Quale dei seguenti polinomi & scomposto in fattori?

ax+ ay

b. Il polinomio 10a*

2a E 5a?

(x—1)2—

—10a3 non & divisibile per uno dei seguenti monomi; quale?

1

2x(x — 3)2 @ ala—

1)+ 2a

10a3 D] 6a*

¢. Quale dei seguenti polinomi e irriducibile?

X2 —4 [B] x2+4

x2 —4x+4 @ x* +ax? +4

d. Quale dei seguenti trinomi si scompone in (x +7)(x —2)?



X2 —5x— 14 X2+ 5x + 14 x2—5x+14 [D] x2+5x—14
. Quale delle seguenti & la scomposizione del binomio —x? +y??

(x+y)(x—y) (x+y)(—x—y)
(y—x)(y+x) [D] (—x+y)x—y)

. L'espressione 256% — 2552 & uguale a:

508 509 510 D] 511

. Quale dei seguenti & un fattore del polinomio a3 +3a? + a +3?

a+2 B] a+3 at4 [D] a+5

. Se 3 & uno zero del polinomio P(x), allora nella scomposizione di P(x) compare
certamente il fattore:

x—3 [B] x+3 x2—9 [D] x2+9

i. Quale delle seguenti & la scomposizione in fattori dell’espressione che corrisponde
alla seguente descrizione verbale: «sottrai dal numero 27 il triplo del quadrato di x»?

3(1—3x)(1+3x) 33+2%)(3—2x)
(3—9%)(3+9x) [D] 3G6-%(3+x)

j. Sia @ > 0. L’area di un quadrato & data dall’espressione 100a? +40a + 4. Quale dei
seguenti binomi esprime la lunghezza del lato del quadrato?

10a+2 [B] 2a+10 10a +4 [D] 4a+10

[Due risposte A, tre B, una C e quattro D]

@ Indica la risposta corretta.

a. Quale dei seguenti trinomi non € il quadrato di un binomio?

4 —dx 41 K2 —2x—1 25x2 +10x+1 [D] 4x2 +12x+9

b. Quale dei seguenti polinomi ¢ il quadrato di un binomio?

21
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x? —5x+6 X2 +x+1 X2 —6x+9 @ X3+ x2 4x+1
c. Per quale dei seguenti polinomi x = 2 non & uno zero?

x2 —5x+6 X2 —4x+4 x3 -8 @ 2x—2
d. Qual & la scomposizione del trinomio x? — 7x + 10?

(x+2)(x+5) (x+2)(x—5) (x—2)(x+5) [D] (x—2)(x—5)

e. Un polinomio A(x) di grado 10 e divisibile per un polinomio B(x) di grado 5. Qual
e il grado per polinomio quoziente?

[A] 2 B] 5 [c] 10 D] 50

f. Quale delle seguenti & la scomposizione in fattori dell’espressione che corrisponde
alla seguente descrizione verbale: «aggiungi 16 al quadrato di x, quindi sottrai dalla
somma ottenuta il doppio del quadruplo di x»?

(x—4)(x—2) (x +4)2 (x—2)(x+4) [D] (x—4)

g. Qual ¢ il quoziente della divisione di (2a + 3)3 per 2a +3?

4a? +6a+9 4a? +6a—9 4a% +12a+9 @ 4a? —6a+9
h. Quale dei seguenti polinomi si scompone in (a2 +1)(a—3)?

a>—3a’>+a-3 a3 +3a’+a+3

a3 +3a®>—a+3 @ a’>—3a’>—a+3
i. Qual e la scomposizione in fattori dell’espressione 3(x +2) — (x +2)(x — 1)?

(x+2)(x—4) (x—2)(x—4) (x—2)(x+4) [D] (x+2)(4—x)

j. Sia x > 0. Un rettangolo ha area uguale a 5x% + 20x e la lunghezza della base & 5x.
Qual ¢ il perimetro del rettangolo?

4x 410 6x+8 8x + 20 [D] 12x+38

[Una risposta A, due B, due C e cinque D]
@ Indica la risposta corretta.

a. Qual & la scomposizione del trinomio 3x% — 12xy + 12y??



3(x+2y)? (x—2y)? 3(x—2y)?

b. Il polinomio x? — 2x — 63 si scompone in:

(x+7)(x+8) (x+7)(x—9) (x—7)(x—9)

¢. Il polinomio (a— 1)y + 1 — a si scompone in:

(a+N(y+1) (a+N(y—1) (a—T)(y+1)

d. Il polinomio (a — N2 —2(a—1)+1si scompone in:

e. Il polinomio x? — 2x — 15 si scompone in:

(x+5)(x+3) (x+5)(x—3) (x—5)(x+3)

[D] 3(2x—2y)2

D] (x+5)(x-9)

[D] (a=T1)y-1)

@ (a+2)?

[D] (x-5)(x—3)

23
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f. 11 polinomio 4a? — 2a + 6ab — 3b si scompone in:

(2a+1)(2a +3b) (2a—1)(2a +3b)
(2a+1)(2a—3b) [D] (2a—1)(2a—3b)

g. Qual & la scomposizione del binomio 25x? — 4y2?

(5% + 2y) (5x + 2y) (5x — 2y) (5x + 2y)
(2x — 5y) (5x + 2y) @ (5% — 2y) (5x — 2y)

h. 11 polinomio x®y? — 1 si scompone in:

(By+ 13y —1)
(3y +1)2

i. 1l polinomio x* — 1 si scompone in:

(x3y —1)?

5] [2]

(xy® =1 (xy3 +1)

2+ 1) (x+1)(x—1) C|] x2+1)?

(x+1)2x+1)(x—1)
j. 1 polinomio 4a? 49 — 12a si scompone in:

(2a—3)? (2a—3)(2a+3)
(2a+3)? [D] Ba-2)2

[Tre risposte A, una B, cinque C e una D]

(x+1)2(x—1)2

5] [2]

@P Indica la risposta corretta.

1

a. Il polinomio x* —x? — 20 si scompone in:

(x2 +5)(x2 +4) (x2 —5)(x2 +4)
(x2 +5)(x2 —4) D] (2-5)(x2—4)

b. II polinomio ax + bx — ay — by + a + b si scompone in:

(a+b)(x+y+1) (a—b)(x+y+1)
(a+b)(x—y+1) [D] (a=b)(x—y+1)

c. Il polinomio 25x? + 16 — 40x si scompone in:



(5% +4)2
(5% —4)2

d. 11 polinomio 2a® —4a? + 2a si scompone in:

2a(a—1)2
2a(a+1)2 @

e. Il polinomio a? + 12a + 32 si scompone in:
(a+4)(a+8) (a+4)(a—38)
f. 11 polinomio x* — 5x — 6 si scompone in:
(x+1)(x +6) (x+1)(x—6)

g. Il polinomio a* + 7a? + 12 si scompone in:

(a? +3)(a2 +4)
(a2 +3)(a2—4)

h. 1l polinomio x3 4+ x? —x — 1 si scompone in:

(x+1)(x—1)? (x—1)(x+1)?

i. 1l polinomio x3 — 2x? — 8x si scompone in:

x(x+2)(x+4) x(x—2)(x+4)

3

D]

D]

j- Il polinomio 4x —x

X(24+%)(2+x) (24%)(2—x)

si scompone in:

1.6 ESERCIZI | 25

(5%x +4)(5x — 4)
(4x —5)?
2a(a—1)
2(a+1)(a—1)

(a—4)(a+8) [D] (a—4)(a—38)
[D] (x=1)(x—6)

(x—T1)(x+6)

(a2 —3)(a2 +4)

(a2 —3)(a2 —4)

(1—=x)(x—=1)2 [D] (x=1)3

x(x+2)(x—4) [D] (x—2)(x—4)

x(2 —x)?

[D] x2+x)(2-x)

[Tre risposte A, quattro B, due C e una D]

@ Indica la risposta corretta.

a. 11 polinomio x* + 4x? — 45 si scompone in:

(x2 +5)(x2 +9)
(x2 +5)(x2—9)
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b. 1l polinomio —a? +2a — 1 si scompone in:
(a+1)2 (a—1)2 —(a+1)? [D] —(a—1)2
c. Il polinomio (x — 3)2—4(x—3)si scompone in:

(x+3)(x+7) (x+3)(x—7) (x=3)(x+7) [D] (x=3)(x—7)

d. Tl polinomio 4(a —5b)? — a? si scompone in:

(a+10b)(3a + 10b) (a—10b)(3a + 10b)
(a+10b)(3a— 10b) [D] (a—10b)(3a—10b)

e. Una sola di queste frasi definisce il massimo comune divisore tra piti polinomi.
Quale?

E il polinomio di grado maggiore tra quelli che dividono i polinomi dati
E il polinomio maggiore tra quelli che dividono i polinomi dati
E il polinomio di grado maggiore tra quelli divisibili per i polinomi dati
@ E il polinomio maggiore tra quelli divisibili per i polinomi dati

f. Determina il massimo comune divisore tra i polinomi

a?—ab a3 +a?b—ab?—b3 a?b + b3 —2ab?

ab ab(a—b)2(a+b)2
B] a-b [D] ab(a?—1b2)

g. Determina il minimo comune multiplo tra i polinomi

a?—ab A +a?b—ab?—b>  a?b+b3—2ab?

ab ab(a—b)2(a+b)?
[B] a—b [D] ab(a2 —b2)

h. Determina il massimo comune divisore tra i polinomi

4a3b3 + 8a?b*  6ax+12bx —18ay —36by  8a® +32a*b + 32a3b?

240303 (a + 2b)2(x — 3y) 2(a+2b)
2(a+2b)? [D] 2(a—2b)



i. Determina il minimo comune multiplo tra i polinomi

x2+2xy +y2 y —2xy +y

x—y n 2(x+y)

E x3 —y3 @ (x+y)?(x—y)?

j. 11 polinomio x? — 7x + 12 si scompone in:

(x+3)(x+4) (x+3)(x—4) (x—3)(x+4)

1.6 ESERCIZI |

[D] (x=3)(x

[Una risposta A, una B, tre C e cinque D]

—4)
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FRAZIONI ALGEBRICHE

II quoziente fra due monomi o fra due polinomi non sempre si puo esprimere

come un monomio o un polinomio. Per esempio:

1 a x+1

X b x+2

non sono esprimibili mediante polinomi. In casi come questo si parla di frazione

algebrica.

Definizione 6. Una frazione algebrica & un’espressione del tipo — (si scrive

anche A/B) che esprime il quoziente di due polinomi A e B, con B diverso

dal polinomio nullo.

I polinomi A e B si chiamano termini della
frazione algebrica: precisamente A si chiama
numeratore e B denominatore.

. .1 a x+2

Le espressioni —, — e

x' b x—1
briche in senso proprio. Tuttavia anche i mono-
mi e i polinomi si possono considerare frazioni
algebriche il cui denominatore & uguale a 1. Que-
sta interpretazione, analoga a quella che abbia-
mo dato per le frazioni numeriche, ci consente di
stabilire una relazione di inclusione fra gli insie-
mi delle frazioni algebriche, dei polinomi e dei
monomi (figura 1) che ci permettera di eseguire
le operazioni fondamentali fra una frazione e un
polinomio o un monomio.

sono frazioni alge-

2.1 CONDIZIONI DI ESISTENZA

Dal momento che una frazione algebrica rap-
presenta un quoziente, essa € definita solo in cor-

Frazioni algebriche

Polinomi

Figura 1: Insiemi delle frazioni al-
gebriche, dei polinomi e
dei monomi
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rispondenza dei valori delle variabili per cui il
denominatore e diverso da zero. Per esempio, consideriamo la frazione algebrica
X

x—1
Essa non & definita quando x = 1: se sostituiamo 1 al posto di x otteniamo
1 1

1-1 0
che non ha significato.

Data una frazione algebrica, 'insieme costituito da tutti i valori delle variabili per
cui le operazioni in essa contenute hanno significato si chiama dominio (o insieme
di definizione o insieme di esistenza) della frazione. Nel caso dell’esempio precedente
il dominio della frazione é costituto dall’insieme di tutti i numeri reali diversi
da 1: R\{1}

Spesso, invece di indicare il dominio di una frazione algebrica, si indicano sol-
tanto le condizioni che devono essere soddisfatte perché la frazione algebrica sia
definita: esse vengono chiamate condizioni di esistenza della frazione algebrica (e
indicate con il simbolo C.E.). Nel caso dell’esempio precedente, la condizione di
esistenza e x # 1.

Esercizio 26. Determina le condizioni di esistenza della frazione S
X —

Soluzione. Per individuare le condizioni di esistenza, riscriviamo la frazione alge-
brica scomponendo in fattori il denominatore:
X
(x+1)(x—1)
In base alla legge di annullamento del prodotto, il denominatore & diverso da zero se
e solo se tutti i suoi fattori sono diversi da zero, cioe per:
x£1 AN x#—1

Queste sono le condizioni di esistenza; il dominio e 1'insieme R privato di —1 e 1,
in simboli: R\ {—1,1}. O

La tabella seguente riporta altri esempi di condizioni di esistenza.

Frazione algebrica C.E. Osservazione
a+3
a#—1
a+1 7
a+3 - .
5 a#0 /A a#—1 Scomponi il denominatore come a(a+1) e
ac+a . . . o I
imponi che i due fattori siano diversi da zero
a+3

—_ nessuna Il denominatore & sempre positivo
a?+1
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2.2 SEMPLIFICAZIONE

Come per le frazioni numeriche, anche per quelle algebriche possiamo introdur-
re il concetto di equivalenza.

A C . .
Definizione 7. Due frazioni algebriche B € p sono equivalenti se A -D =
B-C.

Per indicare 1'equivalenza tra due frazioni algebriche si usa il simbolo di ugua-
glianza. Per esempio:

1 1
< :%,perchék(szrx) =x-(x+1)

aib = %,perché a-b=ab-1

Riconoscere I'equivalenza e quindi semplice, ma cio che ci interessa di pit1 & sa-
pere quali sono le operazioni che si possono eseguire su una frazione algebrica per
ottenerne una a essa equivalente. Le operazioni “lecite” sono quelle che applicano
la proprieta invariantiva della divisione.

Proposizione 1 (Proprieta invariantiva delle frazioni algebriche). Moltipli-
cando o dividendo entrambi i termini di una frazione algebrica per uno stes-
so polinomio diverso dal polinomio nullo, si ottiene una frazione equivalente
alla frazione data.

In base alla proprieta invariantiva, data una frazione algebrica possiamo:

dividere numeratore e denominatore per uno stesso monomio o polinomio
(non nullo), e questo permette di semplificare una frazione

moltiplicare numeratore e denominatore per uno stesso monomio o polino-
mio (non nullo), e questo permette di ridurre due o piu frazioni allo stesso
denominatore, in modo da poterle sommare o sottrarre

Definizione 8. Una frazione algebrica si dice ridotta ai minimi termini se i
suoi termini sono polinomi primi tra loro.

In generale, per ridurre una frazione ai minimi termini (o, come anche si dice,
per semplificarla) si dividono il numeratore e il denominatore per il loro MCD. In
pratica, la procedura per semplificare una frazione & la seguente:

si scompongono numeratore e denominatore

si semplificano, come nelle frazioni numeriche, i fattori comuni al numeratore
e al denominatore con un tratto di penna
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2
Esercizio 27. Semplifica M

Soluzione.
3x2+6x  3K(x+2)
3x 3%
La proprieta invariantiva assicura che il risultato dopo la divisione & equivalente
alla frazione iniziale. O
2_6x+9
Esercizio 28. Semplifica la frazione algebrica %
X —_—
Soluzione.
x2—6x+9_ (x—3)z x—3

x2—9  (x+3)(x—3T x4+3

2
a®+a
sercizio 29. Semplifica ab+b+a+1
Soluzione.
aZ+a ala+1) ala+1) aloA1]

ab+b+a+1 blatD)+(a+1l) (a+Nbd+1)  (at+Hb+1)

Attenzione agli errori! Le seguenti semplificazioni sono errate:

a—+b )CZ/+X+4 xz+yz 28(x+1)
¥4 X242 (x +y)Z 26+ 1

In sostanza, si possono eseguire semplificazioni solo tra fattori e non quando i
termini per cui si vuole dividere sono legati agli altri da addizioni o sottrazioni.

2.3 OPERAZIONI

Somma e differenza

Come per le frazioni numeriche, la somma o la differenza di frazioni algebriche
che hanno lo stesso denominatore si calcolano sommando o sottraendo i rispettivi
numeratori.

Con le frazioni numeriche:



2.3 OPERAZIONI | 33

e Con le frazioni algebriche:

xX+2 1 _x+2+1_x+3
x+1 x+1 x+1  x+1

Se le frazioni non hanno lo stesso denominatore, occorre prima calcolare un
denominatore comune, di solito il mcm fra i denominatori, e poi eseguire la somma
o la differenza come nel caso precedente.

Con le frazioni numeriche Con le frazioni algebriche
3.1 1o

4 6 x  x+1

mcm(4,6) =12 mem(x,x+ 1) =x(x+1)
eri x+1 L X

12 12 x(x+1)  x(x+1)

9+2 11 x+T+x  2x+1

12 12 x(x+1)  x(x+1)

In generale, per sommare o sottrarre due o pil frazioni algebriche conviene
seguire questa procedura:

e si semplificano le frazioni che non sono irriducibili

si trova il mcm fra i denominatori

si riducono tutte le frazioni allo stesso denominatore

si eseguono le somme e le sottrazioni

si semplifica la frazione ottenuta, se possibile

b a
a’+ab ab+b?’

Esercizio 30. Calcola

Soluzione.
e Scomponiamo i denominatori:

b a

ala+b) bla+b)

¢ Determiniamo il denominatore comune e svolgiamo i calcoli:
b? —a?

ab(a+b)
o Semplifichiamo la frazione ottenuta:

(b—a)(b+a] b-a
abla+b]  ab
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Esercizi . Calcol .
sercizio 31 acoaX_F3 <3

Soluzione.

e Le frazioni sono irriducibili.

Il mem dei denominatori @ (x + 3)(x — 3).

Riduciamo le frazioni allo stesso denominatore:

2(x—3) (x+3)
(x+3)(x—3)  (x+3)(x—3)

Sommiamo i numeratori:

2(x —3)+ (x+3)
(x+3)(x—3)

Svolgiamo i calcoli:

2x—6+x+3 3x—3 3(x—1)

(x+3)(x—3) (x+3)(x—3) x+3)(x—3)

e Poiché la frazione & irriducibile, questo e anche il risultato della somma. [

Di solito, per abbreviare la sequenza dei passaggi, l'operazione di riduzione
allo stesso denominatore si svolge contemporaneamente a quella di addizione fra
i numeratori, riducendo i due passaggi a uno solo. In pratica, si omette di scrivere
il primo passaggio.

1
E o . Caleol — - :
sercizio 32. Calcola x2—9 3—x 2x—6
Soluzione.

e Scomponiamo i denominatori:

1 1 1
(x+3)(x—3) 3—x 2(x—3)

e Fai attenzione alla seconda frazione algebrica. Poiché i denominatori delle
altre frazioni hanno come fattore x — 3, che differisce da 3 —x per i segni dei
suoi termini, dobbiamo raccogliere un segno — in modo da trasformare 3 —x
inx—3:

1 1 1
(x+3)(x—3) —(x—3) 2(x—23)
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E poi opportuno non lasciare il segno negativo al denominatore, ma portar-
lo davanti alla linea di frazione; questa operazione cambia il segno che c’e
davanti alla frazione.

1 1 1
x13)(x—3) Tx=3 2(x—_3)

e Svolgiamo i calcoli:

24+2(x+3)—(x+3) 24+2x+6—x—3 x+5
2x+3)(x—3) 2(x+3)(x—3)  2(x+3)(x—3)
e Poiché la frazione ¢ irriducibile, questo e anche il risultato. O

Prodotto e quoziente

Anche queste operazioni si eseguono con regole analoghe a quelle viste per le
frazioni numeriche.

o Il prodotto di due frazioni algebriche si esegue scomponendo in fattori le sin-
gole frazioni e semplificando “in croce”: i fattori che compaiono al nume-
ratore di una frazione si possono semplificare con quelli che compaiono al
denominatore dell’altra. Per esempio:

2 x+1 2 x+T 2

x+1  x  x+T x X

o Il quoziente di due frazioni si esegue moltiplicando la prima frazione per il
reciproco della seconda. Per esempio:

x+1 x+1 x+T x+2 x+2
x x+2 x x4+t  x

o L'elevamento a potenza si ottiene elevando a quella potenza il numeratore e il
denominatore. Per esempio:

3 \* 3 9
<X+1> S (x+1D2 (x+1)2

a?—2a+1 3b-9
b2 -9 a—1"

Esercizio 33. Calcola

Soluzione.
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Scomponiamo i polinomi delle due frazioni:

(a—T1)2 3(b—23)

(b+3)(b—3) a-—1

Eseguiamo le semplificazioni possibili:

(a—1%  3(b—37 3(a—1)

. = O
(b+3)(b—3T ao—T1 b+3
. x2—1 x+1
Esercizio 34. Calcola 6 x_2
Soluzione.
x2—1'x+1_x2—1 x—2 (x=1Nx+1) x—=2 x—1 0

3x—6 x—2 3x—6 x+1  3(x—2) x+1 3

2.4 ESPRESSIONI

In un’espressione, le operazioni tra frazioni algebriche devono essere eseguite
rispettando la consueta precedenza:

prima le eventuali potenze
poi le moltiplicazioni e le divisioni
infine le somme e le sottrazioni

a cominciare dalle parentesi pili interne.

Esercizio Calcola ] + ! a? 1
3 a—1 " a+1 2a

Soluzione.

( 1 1 >'a2—1_a+]/+a—1 (a+T)(a—1)

= . =1 O
a—1+a+1 2a (a—1)(a+T1) 2a

Esercizio 36. Calcola

X X ) 4 o 2x x+2
x2—4 x2+4) X3 -2x2+4x—8 x+2 x
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Soluzione.

X X ) 4 2x x+2
[((x+2)(x—2)_x2+4)'xz(x—2)+4(x—2)+x+2}- X
_ {x(x2+4)—x(x2—4) (x —2)(x% +4) N 2x ] x+2

(x+2)(x —2)(x2 +4) 4 x+2
[ B+ A 2] 2x ] x+2
_{(HZ)MM' 4 +x+z]' X

8 1 2x x+2 2x 2x x+2 4x  x+2
_[x+2'4+x+2} _L+2+x+2} x Txt2 x4 H

X

X
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2.5

Semplifica le seguenti frazioni algebriche.

ESERCIZI

Chi non risolve esercizi

non impara la matematica.

x2 —4x+4 x—2]
x2 —4 x+2]
ab+b+a’+a a+b]
a2 +2a+1 a+1]
4x? —44x3 —x (x—1)(x+4)]
2x+2 2

5x + 5y 5
3x+3y+ax+ay a+3]
30 —3a?—a+1 [a—1 ]
9a% —1 13a% +1]
2b—2—ab+a 2—a]
b2 —2b+1 b—1
6a? —4ab+3a—2b [3a—2b]
4a2 +4a+1 | 2a+1
4x + 4y 4
3x+3y+ax+ay a+3
xz—i-xy X
2x+2y+ax+ay a+2|
3ax+6a+3x+6 1]
6ax+6x+12a+12 2|
ad+a?+a+t a? +1]
ax+x+2a+2 x+2 |
X2 +5x+6 x+2]
x2 +6x+9 x+3]
—2x+2+ax—a a—2]
x2 —2x+1 x—1]
4x3 — 4x* + 8x — 8x*? 4x(x%+2)]
1—x2 x+1 |
x2+x—2 x+2]
x2 +2x—3 x+3]

6a%b3 — 9a3b? {3a2b2'

2ab—3a? —2b+3a a—1 |

00000000 CCOCCEOP

x2 +7x+12 x+4
x2 -9 x—3|
2x?% — 4xy 2x
ax —2ay +2x —4y a+2
x3+x2—2x—2 x2 -2
x3+x24+2x+2 x2 42
—2a—a? _a
2b+ab+4+2a b+
x? +3x —28 [x+7]
x2 +2x — 24 X+6|
a’+a a
ab+btatl b+ 1)
x2—x—6 [x +2]
x2 +2x—15 [ X +5]
x3+x2—2x—2 x2 —2]
x2 4+ 2x+1 x+1 |
_—a?-a _a
ab+b+a+1 b+1]
4x +4y 2
6x + 6y + 2ax + 2ay a+3]
x> —x?+x—1 X2 +1 ]
x3 —3x2 +3x—1 (x—1)2]
x2 —xy 1
2x2 — 2xy + ax? — axy a+2]
12a°b7c10 3b%c?]
20a’b5c6 5a
a’ +a’ B
a?+1 [07]
6x2 + 3x X
36x2 —9 3(2x—1)
10a*b3c? 2a3
15ab3céd 3c2d



00000000 0COOCO0GCOOCO0CEC

x2—9
3x+9
2a+1
4a+2

x2 —10x+25

x2 —25
2 -1
2t
4x? — 25
=10
4a? —4a+1
“2a2-a
2x4 -2
x2 +1
18t2 —2
3t+1

25—t2
t2 —10t+25
x2 —3x+2
% 3
x2 —2x+1
x2 4+ 2x+ 1
6a% —2a
18a3 —2a
X2 —4x+4
BT
x2 +5x+4
X2 +2x+ 1

a?—2a
R
9t2 + 6t + 1
3t2 4t
5a+15
a?—-9
% +x—2
=
4t2 —25
2t2 4+ 5t
x4+ 2x2
x4 +4x2 +4
12a3
6aé +9a4

x—2
2
lirriducibile]

1
{3a+1_
x—2]
=
{x+4'
x+ 1]
0
la+3]
[3t+1'

00000000000 OQOOO0O0Q000 O

a3 — ab?
aZb + ab?
X2 +4x+4
—T—a
XZy _y3
x3 —xy?
22 —x

x2 —2x3
x?y — 2xy?
23 —xy?
x2 4+ 2%+ 1
x2 —4x+3

3x—3y

6x2 + 6x — 6xYy — 6Y

bZ_az

a? 4 2ab + b2
x2—x—2

2x%2 —8
3ab +3a

b2 —1

x2—9
x2 —2x—3
4x? F4x +1
s

a3 —ab
a® — a2b2
10x* — 40x?
5x% +10x3
x3 —xy?
A —
x%+3x+2
x2 —1
ab+b%+a+b
b2 +b
a’b + ab?
4x? —12x+9
I
ab+ac+db+dc
2b+2c

ac+ad—bc—bd
bc—bd—ac+ad

2.5 ESERCIZI |

lirriducibile]

[2(x+1) ]
b—a]
{a—i—b_

[ x+1 ]

1 2(x+2) |

3a ]
o
x+3]
{x+1_

2x+1
[X(ZX—U_

1
L(a2+b)_
|:2(X72)_

X

>
-
x+2]
=

a+b]
b

lirriducibile]

2x — 3]
2x+3 ]
[aer_

2 -
c+d]
d—c|

39
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x2 —10x + 25 x—5]

D LM_ O
2ac + 2be 2]
X% + 2x x+2 ]

D e
X4 +U4 +2X292 XZ +y2'
x? —3x+2 x—1] (90 ]

@D ;- LH_
4, .2

@ % lirriducibile] @
(a+b)2 —c2 a+b+c]

D c—a)Z_1b2 [Eifi?_ 224
x® —x2 2

@ x3 +x [x(x* —1)] [ 93 4
x2 — 3x + 2xy — 6y x+2y]

@ x2_9 [x+3_ @
ax+3x—a—3 x—1] L'05 )

@D - - [a5_
9—y2 y+3] Poo

Calcola i seguenti prodotti di frazioni algebriche.

x2—3x+2 x2+4+3x+2 x4+ 1
x2—4  xZ—2x+1 { }
x2—4  2xX*+8x+8 1

X2 +4x+4 &2 -16 H

x* —5x% +4 X
X2—1 X3 —4x

x—1

{100J
@
@

©0 ¢

(1]

Calcola le seguenti divisioni di frazioni algebriche.

x2—5x+6 x2—x—6 (x—2)2
@ 20 N @

x2 x2

2 PV
@ x“+ax—x—a x+a 3] @

x2 —1 "3x+3
2 2
@ x“+x x+1 4x
5x—10 " 20x |:X—2:| i

Calcola le seguenti somme di frazioni algebriche.

6x° + 6x3 [3x'
10x4 + 10x2 5 |
x> —3x* x2 ]
x4 — 9x2 {x+3_
0,25x% — 1 {x+2_
0,5%2 —x 2x
x3y3 4 x2y? [ y
My —x2yd x—1|
m’ —mn? {m3 +n?]
m*n —mn3 n |
(x3 +1)%2 —x2 [x3+x+1'
2x4 —2x2 + 2x 2x
a® +a?b+ab? +b3 { 1
at —b* a—Db]|
a’b —a?b? + ab3 —b* a—b]
a3b + ab3 { a |
(y+3)2—1 [y—b—Z
y2+8y+16 y+4)
ax? — ay? — bx? 4 by? Cx—y]

bx —by—ax+ay
a?+a—6 1
2a2 —18—a3+9a

4x —2a 3a—3x

x—a a—2x g
x2—4 3x—9 3x+6
x2—9 x2—2x {x2+3}
3a°+2  6a? 3a
2ab  9a% —4 [b(SaZ—Z)}
¥ —6x+9 x2—9 2
2x—6 T 4x+12

6a?b ] 2ab%(a+1) 3a(a—b)
a+b’  aZ—b? {b(a—f—])}
a2—1.2a2—2a a+1
aZ—4" 2a+4 [al—za}



066666

1 1 1 x+y—1]
At EE |
1 1 1 7
R K
2 1 1 1
a aZ—a a-—1 {a_
a—1 T2 [ 2]
a2—a a—2 a ala—2)
2 a
a—1+1ia+a—1 [
11x x11+x bd

666666

2.5 ESERCIZI |

x+1 X 1
x  x—1 x(1—x)
1 1 1 2
x—2 %=1 x2 —3x+2 |:X—2_
1 1 x ]
x—1 x2—-2x+1 | (x—1)2]
2x—3 —2x 1 {7 3(x+3) ]
X 2x+3 x(2x +3) |
1 1 1 2
T—x x—x%2 x {xﬂ—x)_
6x 3 1 2
Z—4 3% x+2 LH_

41
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@D Vero o falso? Se falso calcola il risultato corretto.

I
= |

Y
11 1
2ty s

P g

X
,%+;:L+1

xX—y XxX—y
1 1 2
x—171—x:x—1
1 _x+1 B

1+x_x+1_1

1

Y

1 1+1
'a—b+b—a:a—b

3
:

X —
Xty

:xz—l—xy—y

X+y

[4 affermazioni vere e 4 false]

Svolgi le seguenti espressioni contenenti frazioni algebriche.

0000060606666 0CE6

x24+x—2 x2+2x—15

x24+2x—3 x2—x—6

23 —2x2 —3x+3 x2—2x+1
2x2 —4x +2 x2 —1

x2—x—6 x2+x—6

x2 —dx+4 x3+2x2—9x—18

3x—6y 2x?y? +xy3

5xy3 4y? —x2

1 . 1 i 1
x—2 x+2 x2—-4

x+y 1 X
5 = +
x*+x+xy+y y+1 x+1
x+2 2—x x2 +1
x—3 1—x x2—4x+3

29 (5
1[2"_("_1)]. !
2(x2—4 x+2 2—x
3 2
(2 o) 1-2)
X5

1_ 1 ) x3fx2' —x3
x x+1/)"\ x=5 "2x—10

(
< X x 2x >.x2+2x+1
(

x—1 x+1+1—x2 4x2
x2—5 1 6 2x +4
5 + + :

x‘+4x+4  24x 4x+8) 2

x2 + 5%




@D Indica la risposta corretta.

- . . 6a% —6b? .
. Semplificando la frazione algebrica o _2q otteniamo:
—3(a+b) 3(a+b) 3(a—b) [D] 3(b—a)
. Qual e il risultato della somma Y ?
X—Yy y-—x
—1 E 0 1 @ impossibile
. Qual e il risultato del prodotto Sk9 . %?

*g *g ; @ dipende da k

Quale affermazione tra le seguenti & vera per le frazioni Eazb e 15a%b ?
' & P 15 15a2b
La prima vale a?b e la seconda vale 0.
Valgono entrambe a?b.
Valgono entrambe 1.
@ La prima vale ab e la seconda vale 1.
2
. A quale delle seguenti descrizioni corrisponde l’espressione M
x2 +y2

Il rapporto tra il quadrato della som- Il rapporto tra la somma dei quadra-
ma di x con y e la somma dei quadrati ti dix ey eil quadrato della somma di x
dixey con y

II quadrato del rapporto tra la som- @ I1 quadrato del rapporto tra la som-
ma di x con y e la somma dei quadrati ma dei quadrati di x e y e la somma di x
dixey cony

. Quale delle seguenti espressioni corrisponde alla descrizione «il rapporto tra il suc-
cessivo del numero naturale n e il successivo del quadrato di n»?

(“;] ML”ZM nZLHH D] ap [

n+1)2 n2 41

x—1
x+2

L'espressione si annulla sia per x = 1 che per x = —2.

. Considera l'espressione Quale delle seguenti affermazioni & vera?

L'espressione non & definita né per x = 1 né per x = —2.

L’espressione si annulla per x = 1 e non ¢ definita per x = —2.

5] [a] [=] []

L'espressione non & definita per x = 1 si annulla per x = —2.

43
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h. La densita di popolazione di una regione & il rapporto tra il numero dei suoi abi-
tanti e la sua superficie. Nel 2010 la densita della regione Lombardia era di cir-
ca 413,45 abitanti/ km? e il numero dei suoi abitanti era uguale a 92866104. Qual e
approssimativamente 1’area della superficie della Lombardia?

22863 km? 23863 km? 24863km?  [D] 25863 km?

[Tre risposte A, una B, due C e due D]

@D Indica la risposta corretta.

a. La semplificazione della frazione algebrica A

x2 —1
x+1 X x+1 x—1
A
x—1 x—1 X @ x+1
3 2
x° 4+ 2x
b. L lificazi della frazi lgebrica ————
a semplificazione della frazione algebrica i id e
X 2x 2 2
A X X
o D5
c. L'espressione (a—3b)! pera=Teb=—1/3vale

1 1
7 5 0 [D] -
d. L'espressione (1 = %) : (x— %) si annulla per:

1 1
[A] 5 [B] — [c] 2 [D] -2

3—x
[A] -1 B] o [c] 1 [D] 2

y2 +16+8y
y2—16

—4 8 +4 -8
;ﬁ B] 1+ y16 =3 Bl yzfyw

Y2 — y—4

e. A quale dei seguenti valori equivale I'espressione

f. Qual e la frazione equivalente a

3x _; non & definita per

2 2
] 2 5] -2

g. La frazione

D

N W

x*—7
h. Dato l'insieme R dei numeri reali, il campo di esistenza della frazione 217 e
X



R\{0} R\{-7} R\{7} D] R

—1 1
i. Svolgendo l'espressione o hul si ottiene:
x+1 x—1
241 241
22 s [ Bl -2

4x? 4x2 4x2
[2] 1 Bl wors O grim D =5

x2 +4 —4x X2 4x+4

. 2x \?
j- Quanto vale | — 5 ?

[Tre risposte A, una B, quattro C e due D]
@Y Indica la risposta corretta.

1
a. Considera la funzione f(x) = 2z Quanto vale f(1) —f(—1)?

[A] 1 B o ] 1 [D] 2

-2 1
b. Per quale delle seguenti frazioni deve essere moltiplicata ;ﬁ per ottenere 2?
X X —
3x+1 3x+1 3x 3x
x—2 (x —2)2 Y (x —2)2 x—2
1— f(2) —f(1
c. Considerata la funzione f(x) = 77(/ quanto vale 1’espressione %?
x _
1 1
-2 — 2 D] 5
2x 1
N (PR )
d. QuantovaleXJr] ( x+1>'
2x 2x
Al =2 -2 C —
2 (X+1)2 @ (X+1)2
2
X< +x
; t le x - ?
e. Quanto vale x ]
3.2 1 3.2 3
x> +x X+ X7 +x X7 +x
Al —— .E C —
xZ +2x x+2 x+2 @ x2 42

f. Quale delle seguenti frazioni non & definita per x = 0?

Xj_] Xi—] x @ x+1

x—1 x—1

2
X3 &?

g. La reciproca della frazione
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2 x—3 3—x 2x
— > n [b] ==

x2 —3x

h. La frazione

_2 4 — 2 1
= 2 o ] 3

i. Soltanto una delle seguenti frazioni algebriche non & equivalente alle altre. Quale?

—x . )
7 ¢ equivalente a:

—3a

b2 3 ¢ —3b?
3% 3p2c D] 4%

alc

j- In una sola delle seguenti divisioni si ottiene una frazione algebrica. Quale?

(2a3b%) : (—3ab*) (=7x3y®) : (3x3y?)
0: (—4x*y?) IE‘ (4a2b*) : (—2ab°)
[Una risposta A, sei B, due C e una D]

@D Indica la risposta corretta.

-2
3 non ha significato per:

a=2 b=-3 a=2eb=3 [D] b=3

b. Una sola delle seguenti espressioni da un risultato diverso dagli altri. Quale?

Za—]a —1:+2 D] &1

. a
a. La frazione 5

a
x? —
c. Semplificando la frazione — si ottiene:
Yy"—xy
2 X X Y
x 3 3 [D] X

Y

2
d. Sviluppando l'espressione (1 = ) si ottiene:

a+2b

2 4 2ab + b2 1
@ reab b i

a? 4+ 4ab +4b2
aZ + ab + b2 @ 1+b%—2b
a? +2ab +4b2 a? +4b2 +4ab

1
e. Semplificando l'espressione 1 — ———7— si ottiene:

1—a
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[A] -1 B] ] - D]

f. Semplificando l'espressione <x i] 3y H ]) : (1 1x 3 ]y> si ottiene:
—1 [B] o 1 D] 2

g. La frazione

1 1
a a

X — C
7 non ha significato per
o

Al x=-1 x=0 Cl| x=1 x=2
B] D]

[Due risposte A, due B, una C e due D]






EQUAZIONI FRATTE

Definizione 9. Un’equazione in cui compare l'incognita a denominatore si
chiama fratta o frazionaria.

In questo capitolo affrontiamo quelle equazioni fratte che, svolgendo i calcoli,
si riconducono a equazioni lineari. Per risolvere un’equazione di questo tipo si
procede come segue:

e si scompongono i denominatori in fattori
e si determina il minimo comune multiplo dei denominatori

e si impongono le condizioni di esistenza, escludendo i valori che annullano i
denominatori

e si svolgono i calcoli

e si moltiplicano entrambi i membri dell’equazione per il minimo comune
multiplo

e si ottiene un’equazione lineare, che verra risolta normalmente
e si eliminano le eventuali soluzioni escluse dalle condizioni di esistenza

Vediamo come funziona il procedimento attraverso qualche esempio.

3.1 RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI FRATTE

1 2
Esercizio 37. Risolvi 'equazione — + o Tl s

Soluzione.

e Scomponiamo i denominatori:

2 N 1 2
x—1 x+1 (x=1(x+1)
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e Il mem dei denominatori e(x —1)(x + 1).
¢ Imponiamo le condizioni di esistenza:

xZ-1 AN x#I1

e Svolgiamo i calcoli:

24+ 1)+ (x—1) 2

x—Dx+1)  (x—1)x+1)

e Moltiplichiamo entrambi i membri per il mem, certamente diverso da zero
per le condizioni poste:

1
2x+24+x—1=2 = 3x=1 — ng

o Confrontiamo la soluzione con le condizioni di esistenza: la soluzione &
accettabile e 'insieme soluzione é:

(3} :

xX+2
+ =
x+2 X

Esercizio 38. Risolvi 'equazione 5.

Soluzione.

e I denominatori sono irriducibili.
e Il mem dei denominatori e x(x + 2).

o Imponiamo le condizioni di esistenza:

X#£-2 A x#£0

Svolgiamo i calcoli:
4%+ (x+2)2 5x(x+2)
x(x+2) x(x+2)

Moltiplichiamo entrambi i membri per il mcm, certamente diverso da zero
per le condizioni poste:

5’7(!+)/+4X+4:5’x/f+10x = 6x=4 = x:%

o Confrontiamo la soluzione con le condizioni di esistenza: la soluzione &
accettabile e 'insieme soluzione é:

(3} :



3.1 RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI FRATTE \

1
Esercizio 39. Risolvi 'equazione > + =

Soluzione.

e Scomponiamo i denominatori:

1 1 4

x+2+x—2  (x+2)(x—2)

e Il mem dei denominatori e (x + 2)(x — 2).
¢ Imponiamo le condizioni di esistenza:

x#*-2 N x#*2

e Svolgiamo i calcoli:

(x—2)+ (x+2) 4

(x+2)(x—2) (x+2)(x—2)

» Moltiplichiamo entrambi i membri per il mcm, certamente diverso da zero
per le condizioni poste:

Xx—24x+2=4 = =4 = x=2

e Confrontiamo la soluzione con le condizioni di esistenza: la soluzione non &
accettabile e 'insieme soluzione é:

1 2 2x—3

x—1 +?>x—6 Cox2—3x+2

Esercizio 40. Risolvi 'equazione

Soluzione.

e Scomponiamo i denominatori:

1 2 B 2x—3
=1 1 3x—2) " x=N(x-2)

e Il mem dei denominatori e 3(x — 1) (x — 2).
¢ Imponiamo le condizioni di esistenza:

x#1 AN x#2

51
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e Svolgiamo i calcoli:

3(x—2)+2(x—1) 3(2x —3)

3x—1)(x—2) 3(x—1)(x—2)

» Moltiplichiamo entrambi i membri per il mcm, certamente diverso da zero
per le condizioni poste:

3(x—2)+2(x—1)=3(2x—3) = 3x—6+2x—2=6x—9 — x=1

e Confrontiamo la soluzione con le condizioni di esistenza: la soluzione non &
accettabile e 'insieme soluzione é:

1
Esercizio 41. Risolvi I'equazione 13 x—2  Xix_¢

Soluzione.

e Scomponiamo i denominatori:

1 1 5

x+3 x—2  (x+3)(x—2)

e Il mem dei denominatori e (x + 3)(x — 2).

o Imponiamo le condizioni di esistenza:

x#£-3 N x#*2

e Svolgiamo i calcoli:

x—2—(x+3) -5

(x+3)(x—2)  (x+3)(x—2)

» Moltiplichiamo entrambi i membri per il mcm, certamente diverso da zero
per le condizioni poste:

x—2-x-3=-5 = 0=0

o L'equazione e indeterminata: cid significa che ogni numero che verifica le
condizioni di esistenza & soluzione dell’equazione. L’insieme soluzione &
allora:

§=R\{-3,2} O



3.1 RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI FRATTE \

X 1

Esercizi . Risolvi I’ i = = .
sercizio 42. Risolvi I'equazione 23 X _6xt9 3—x

Soluzione.

e Scomponiamo in fattori i denominatori e al secondo membro scriviamo 3 —x
come —(x — 3):
1 X 1

x(x—3) (x—3)2 x-3

Il mem dei denominatori & x(x — 3)2.
¢ Imponiamo le condizioni di esistenza:

x#0 AN x#3

Svolgiamo i calcoli:
(x—3)—x? —x(x—23)

x(x—3)2  x(x—3)?

Moltiplichiamo entrambi i membri per il mcm, certamente diverso da zero
per le condizioni poste:

X—3-4% = x%F+3x = x—3x=3 =— —2x =3 — x:—%

o Confrontiamo le soluzioni con le condizioni di esistenza; la soluzione & accet-
tabile e I'insieme soluzione é:

2
X 1
Esercizio 43. Risolvi I’ i — =1
D gy Bsbolle Mequielone === = -
Soluzione.
e Scomponiamo i denominatori:
x? 1

=1

(x—1)2 2(x—1)

o Il mem dei denominatori @ mem = 2(x — 1)2.

53
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¢ Imponiamo le condizioni di esistenza:
x # 1

e Svolgiamo i calcoli:
22— (x—1) 2(x—1)?2

2x—1)2 2(x—1)?

» Moltiplichiamo entrambi i membri per il mem, certamente diverso da zero
per le condizioni poste:

22— (x—1)=2x-1?% = 2Z-x+1=27—4x+2 = x=

W[ —

e Confrontiamo la soluzione con le condizioni di esistenza: la soluzione &
accettabile e I'insieme soluzione é:

(3} :

1 " X ]
x2—4x+4 x2+x—6 x+3

Esercizio 44. Risolvi 'equazione

Soluzione.

e Scomponiamo i denominatori:

1 X _ 1
=22 x—2)(x+3) x+3

Il mem dei denominatori @ mem = (x — 2)%(x + 3).

¢ Imponiamo le condizioni di esistenza:

x#-3 N x#2

Svolgiamo i calcoli:

(x+3)+x(x—2) (x—2)2

(x—2)2(x+3)  (x—2)2(x+3)

Moltiplichiamo entrambi i membri per il mcm, certamente diverso da zero
per le condizioni poste:

1
(x+3)+x(x—2) = (x—2)? = X+3+)Z—2X :)<Z—4x+4 = x= 3
o Confrontiamo la soluzione con le condizioni di esistenza: la soluzione &

accettabile e l'insieme soluzione &:

(3} :



3.2 FORMULE INVERSE

Le formule di geometria, di fisica e di matematica finanziaria si possono vedere
come equazioni letterali, in cui le varie grandezze sono indicate con lettere. I due
principi di equivalenza delle equazioni permettono di ricavare le cosiddette formule
inverse, ossia di risolvere un’equazione letterale rispetto a una qualsiasi delle lettere
che vi compaiono.

Esercizio 45. L'area del triangolo e data dalla formula

_b-h
)

dove b e la base e h l’altezza. Determina il valore di h in funzione di A e b.

A

Soluzione. L'equazione e risolta rispetto all’incognita A: se sono noti i valori di b
e di h si puo trovare il valore di A. Ora, noti A e b, vogliamo h. Moltiplichiamo
per 2 i membri dell’equazione data:

A~2=b'2h-z . JA—b.h

Dividiamo per b entrambi i membri e scambiamo primo e secondo membro:

ZA:%'h h:27A ]

-
b ¥ b
Esercizio 46. Un corpo in una posizione sy, viaggiando alla velocita co-

stante v, raggiunge dopo un intervallo di tempo t la posizione s. In

formule:
s=spt+v-t

Calcola v supponendo note le altre grandezze.

Soluzione. Sottraiamo sy a entrambi i membri della formula data:
s—sp=sd+v-t—sg = s—sp=v-t
Dividiamo entrambi i membri per t e scambiamo primo e secondo membro:

s—so V- . _ s—sp

v
t b4 t

55
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Esercizio 47. Depositando un capitale C per un periodo di t anni a un tasso
di interesse annuo 1, si ha diritto al montante M. In formule:

M = C(1 +it)

Calcola i note le altre grandezze.

Soluzione. Dividiamo per C i membri dell’equazione data, poi sottraiamo 1 a en-
trambi i membri e dividiamoli per t:

M_ore = Mooy = A& /4
c - c t

Leggiamo la formula da destra verso sinistra:

(1)
C 1.(M_]>_1_M—C_M—C -

i:*:
t t C
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ESERCIZI

Chi non risolve esercizi
non impara la matematica.

Risolvi le seguenti equazioni fratte.

3-3

x—1 2

o x+1 x+2 [-3] 0 Z 1 2-2x limpossibile]
® - 3 5 2 1 2]
=2 = - =
ol M @D ;T [25_
o 1
x+1 =0 I 21 x23—025+5ix:0 [impossibile]
2x—4 )
o =0 [impossibile] 3 5 1-—x 3
X2 @D L tiosmisn |4
@ -1 - 0 12 mes 13
x+1 x—1 _ _ . 3x— 1
1 X @ x+3 x+2 x24+5x+6 [2_
@ - [-1] 1 w2 )
7 x—1 5 [11} Z x+2 x—1 x2+4+x-2 3]
=4 x+2 6 3 1 12-x
3 2 : B > iy s B A
0 = limpossibile] )
© L _ o [impossibile] x2—9  3x?—9x x+3 T6 ]
3—x 2x—6 : 5 3
2 + =0 =
[ 10 );_1]—1:2x+1 1] D ot [2_
@ X274:x+2 limpossibile] x—3)2 x—3 9-3x n
x—2 x—1 3 1 _ 2 4
D - H @ - =
3x+1 @ x—=2 -1 . .
(13 3 — 1 +x= limpossibile]
3X2+X [} Z_X
5 6 3x—1 9 x?—1 1 x+7
_ - Z _ - _ 3
@ x—2 x+1 x2—x—2 [2} @D x—1 xt2 x+t2 *~ [=3]
1 X 1 5 5
@ 1—x x—1_0 =] @ x—2 x [2}
x+1 X 17 3 5
D@ - -] @ 25+ g
2x4+1  4x2 41 3 4
=2 1 24 —0 -3
1 2 1 17 7+x 2—x 7
© x—11Tx 32 x_o [3_ © 2x  1—-2x [17}
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(36 3 L 1 1+4+x
6 1—-x 2—2x [-2]
ZX—] ]—X X—Z ) .
37 PO e [T [impossibile]
Toel " 1 @ [impossibile]
@ 3 xti_ 2t o
x—2 x+2 x2—4
@ 3x+2727x_ x+12 2]
x—4 X‘*‘]i x —4
D 3 4
x [-3]
X x—1
42 ) ¥4x=3 . 5 il
x2—x 2x 9
- 2
2—x x2—1 x2+1x 2]
‘:’ % X
T <]_x+3> 3]
3
X . B P §
@ X+8—(X 4) [3}
1 1
@ x+1  1—x (0]
@ 2> -1 _#+] .
x—1 x+1 1—x2
D 32 +1 x+3 1
- —2=0 _
X 3]
D = 3 x—30
X—5_X+3_x2—2x_15+ (0]
D 2x x+3
= 4
x2—10x+25 x—5 ! [4]
X 1 1
@D _ _0 5
2293 3+ 0]
X XZ - X*S 4
X2 _3x T3« [impossibile]
@ X+6 x—1
- —1
D x72+] [—1]
x+2 x—2
@ x+1 7 x—1 [0]
(56 3 x—2 x+2
- 0
x+2 x—2 [0]
@ -3 . B
1T—2x  2x—1 3

00000000000 OOO0OOREOOOO

5x—2 2
5 ~x_2°% [-3]
XZ*X 47X : 1l e
72 16—x2 —1  [impossibile]
1l 1, [impossibile]
S X x—1
3x+1 4 ' -
2 —x  x—1 [impossibile]
1
= 2
x—1 ! (2]
2 1 3
x—3 x— =< [g}
1 n T2 5
x—1 x—2 x—3 3
ZX X2_3 . S0
1 R limpossibile]
2x—1 3x+2 ] o
x—1 . =5 [impossibile]
X2—1_3X+1 _x _1
2x+3 4x+6 2 2
1 1 1
= 2
Xzfx X,Z—] X2+X [}
T (1]
x+1 x+2 x+5 x+3
4 6 1 9
X*]+X*57X77+x73 9]
2_
3+X+§:2x26_1 [—1]
X X X
4 10 _4(5+x)
T 3]
S5+x  «x X
27 3 10
= 2
x2—1 x+1 x-—1 2]
6= _ 3 s 3
3—x _X—] 5
1 1
5x+1 5x—1 [0]
1o & 5 |3
5—x 5+4x 25—x2 2]
1 3 7 3
2 B x—2 B 5 71'
6x+2 921 12x—4 7]
. [-5]
4x2 -1 2x2—x 2x2+x
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100x—1  14x+5 4x+2 3 5 2 3 1
@ 12x—6  8x—4 6x—3 [_2} D x—3 x x—1 2
4 3 1 3 2 4 1
D 9x2—1 3x—1 3x+1 o <> =1 3x41 921 5]
2 2
X~ +1 . . 3x+1 1
D 27 =1 [impossibile] €EP — =0 [—g
5x—1 5x—7 2x —1 3 2 1
nT L xT -5 _ - .
D x+2  3x—1 -l @D x—1 x—1 x—1 5
x+5 x—5 20 1 2 3 4
— = (1] - _ 2
D D g Y
1 X x—1 [1_ (x —2)2 1 3
@D _+-—+ = 2 — =1 —=
X x2 —x x+1 3_ @ (X+3)2 X2+6X+9 |: 5_
D dx+7 12x+5 3] 2 x 1 17
x—1  3x+4 [ 4| D x+1 x [E
1 233—7x) 17 1 3]
@D ;-7 [3_ @ - [_1_
x+2 x—2 16 o 4 X 3]
x—2 x72 x2—g impossitilel @ 5 +47=377 [2_
x X 442x  3x—4
1+ =3(1- 3] = —
@ x+3 ( x+3> @ x+3  4x+12 =4
Risolvi le seguenti equazioni fratte.
(100 3X+]+]_ZX*X_6 limpossibile]
x+2  x—2 x+2 P
O© pax=t_ 1 1—x2 1
x+1 x—2 x2—x-2 3
1 2 3 ' -
(102) x—2+x+1_x2—x—2 limpossibile]
3x 6x 3x?
= 2
@ x72+x2—4x—0—4 (x—2)2 be #2]
1 1 x+3 ) .
(104) i3 2-x xix_¢ limpossibile]
14+x 1 x+1
— =1 R\{—-2
a® 2x+4 x2+2x+ 2x R\ {-2,0]]
x+5 1 1 2
“1):x—= e — 3
az <x+1 >X (x—] X) x2 —1 2
1 2 3 ) —_
(107] x—2+x+1_xz—x—2 limpossibile]
@ L_l . L_i_l + XZ =0 §_
x+5 5/ \x—5 5 x2—5x 3]
@ 14 2x x3—6x+1_x2—2x+ 1 4]
x2 + 2x x2—4 = x—2 x2-2x 3]
1 3 10x +4 2 |
- = R\{ 2,2
N1 3x+2 2—x 3x2—4x—4 [ \{ 3’ }
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0006000 OOOORAOEOOOOO660666E6

1 T x241
x2—x x24+x x2—-1
3x+1_6x+1+1_0
2x—4 3x—6 2

X x—1 48 — 7x?
x4 3xt6 - 24—6x
X—7 5x+2 7
=% ' 3ix 2 =12

2—x 2(x+2)  x—6
x2—2x—3 x24+4x+3 x2-9
3—x  1-2%% 19%2 +4x
ot =R e
5x + 1 2—x 5x2 —9x —2

X 2x—3 11 —x2
x+3 x+1 xZ+4x+3
2x—1 x—3 B 3x—2
24 2710 2—3x—10
—2x—4 x+2 1 2x+3
-1 X241 x—1 x2-1

2 1 X
x2+2x+1+x+1 :x—1_1

x> —4 2x  4x+3
23 —x2—2x+1 1—x2 2x—1
2 2

1

+3

X _ 1—x 1
x2+x—12 x34+2x2—11x—12
2x+3 6—7x  46—6x
27 T dAx 828

5—24x _ 6x 5
9x2 —24x+16 4—3x
24 3x+2  3x—-2
4-9x2  2x—3x2  3xZ+2x
8 _ x—1 2—x
Z—25 2 —11x+30 | X2—4x—5
6x — 1 9 xZ—1

- — 1
x2—6x+9 x2-—-9 x%Z2—6x+9

x—2 x+2 2x

x2—x x24+x x2—1

x+1 _ x+1 3
x2—3x+2 x2—5x+6 x2—4x+3
x—3 4x—3 9
2—x+ x+7 x2+5x—14+3
-2 4 1

x  3x2+x  3x+1
1 x2 2—x 2—x3

x2 x2—1 x2—x3 x3—x

[impossibile]
[impossibile]
[impossibile]
[impossibile]
[0]
limpossibile]
impossibile]
]

4
R\ {=£1}]
[impossibile]
limpossibile]
[impossibile]
R\{0,£1}]

[impossibile]

moet)

5]
67
[impossibile]
limpossibile]

(8]
impossibile]

limpossibile]

]



3.3 ESERCIZI |

Z*X 3 X+] . 1 e
& x2—x x24+x—2 - —1=0 limpossibile]
x—1 1—2x xZ 435 . o
{1344 x+8 3—x +x2—0—5x—247 limpossibile]
135 2x—1) 4?2 14 2 (1]
2 +x—1  4x2—1 2x+1 | 5]
(1367 (1—1)(x+1)+zx+1:(xq)(l“) 2]
X X
& 1]
X2 +2x+1 x+1 2]
® - L
3x—3 x—1 2x—x2—1 11|
® 5 - -2
x+2 x2—3x—10 x—5 4|
@D Linteresse I maturato da un capitale C, al tasso di interesse annuo i, per un numero

Q.

iannit, e:
I=C-i-t

a. Ricava le formule per calcolare C,ie t.

b. Se il capitale € 12000 €, il tasso di interesse 3% e il tempo & di 6 anni, calcola I.
I . I I
C= E,l— a,t—a,1—2]60€
@D Conversione da gradi Celsius C a gradi Fahrenheit F:
_ 5(F—-32)
€= 9

a. Ricava la formula per calcolare F.

b. Calcola il valore di C quando F vale 104 e il valore di F quando C vale 15.

F:%§+3LC:4QF:59

@D Superficie S di un trapezio di base maggiore B, base minore b, altezza h:

1
S=3-(B+b)-h

a. Ricava le formule per calcolare B, b e h.
b. Se la base maggiore & 12 cm, la base minore 8 cm, la superficie 60 cm?, calcola
I'altezza del trapezio.
2S 2S 2S
B=—-bb=——-Bh=-—-;6
R TR T B
@B Velocita v nel moto rettilineo uniformemente accelerato con velocita iniziale vo,
accelerazione costante a dopo un tempo t:

v=vp+a-t

61
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a. Ricava le formule per calcolare vy, a e t.

b. Se un corpo e passato in 10 secondi dalla velocita 10 m/s alla velocita 30 m/s, qual &
stata la sua accelerazione?

vo =v—at,a = v_vo,t = v_VO;Z m/sz}
t a
@ Legge di Gay-Lussac per i gas:
V=Vo-(14+«-T)
Vv V-V,
Ricava le formule per calcolare Vj e T. {Vo =T o= Vooco}
@D Equazione di stato dei gas perfetti:
pV =nRT
RT Vv
Ricava le formule per calcolare Ve T. {V = n—, = p—}
P nR
@D Rendimento del ciclo di Carnot:
_1_n
= 5
. T
Ricava le formule per calcolare Ty e T;. T =T (1—m), T, = -
@ Indica la risposta corretta.
. Al B e , . 1 1
a. Quali sono le condizioni di esistenza dell’equazione ——— — —5—— =07?
xc—x x=—1
X #0 X#0,x#1 x#0,x£+1 [D] x#+1
T . , . x—3 1
b. Qual e I'insieme soluzione dell’equazione = ?
x—4 x—4
(1 (3) (4) [D] 0
Y ione X 4 1
: zione —— = :
CAAEOne 5 ~ x+5
ha come soluzione x =4 & impossibile
ha come soluzione x =5 @ ¢ indeterminata

d. La somma tra il reciproco di un numero e il reciproco del doppio del numero e
uguale a 3. Qual ¢ il numero?
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1 3 5 7
A ! B 3 q 3 o]

e. In base alle leggi della fisica, due resistenze Ry e R, poste in parallelo, equivalgono
a un’unica resistenza R tale che:

1 1 1

R_R1+R2

Quale delle seguenti formule esprime R in funzione di Ry e R?
Ri +R2 Ri1R2 R R>
. Ri1R2 E Ri +R» - R; +R» R; +R2

f. Un’auto percorre 280 km nello stesso tempo in cui un autobus ne percorre 200.
Supponendo che le velocita dell’auto e dell’autobus siano costanti e che la veloci-
ta dell’auto sia di 30 km/h superiore a quella dell’autobus, qual & la velocita di
quest’ultimo?

75 km/h 80 km/h 85 km/h [D] 90 km/h

g. Un’azienda stima che dopo x giorni di campagna pubblicitaria la percentuale di
consumatori che conoscera un nuovo prodotto in fase di lancio e espressa dalla leg-

80
gep(x) = FZO Per esempio, dopo 20 giorni & p(20) = 40, quindi 1’azienda stima

che il 40% dei consumatori sara a conoscenza del prodotto. Secondo le stime dell’a-
zienda, quanti giorni saranno necessari perché il prodotto sia conosciuto dal 30% dei
consumatori?

[A] 8 [B] 10 [c] 12 [D] 14

h. In una classe gli studenti italiani sono 4 in piu di quelli stranieri. Il rapporto tra il
numero degli studenti stranieri e il numero di quelli italiani e 2/3. Quanti sono gli
studenti stranieri?

[A] 7 B] 8 [c] 9 [D] 10

i. Il rapporto tra il precedente e il successivo di un numero naturale n & uguale a 2/3.
Quanto vale n?

[A] 5 B] 6 ] 7 D]

j- I grafici nella figura seguente permettono di interpretare graficamente una delle
seguenti equazioni; quale?
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3
=2
3

D] ~ =2

@ Indica la risposta corretta.

a. Le condizioni di esistenza dell’equazione

x#£3ex#£5
x#£3ex#—5

b. L'insieme soluzione dell’equazione
0 {0}

c. L'equazione ;(1
x=0 B

d. L'insieme soluzione dell’equazione

0 {1}
x—2

e. L'insieme soluzione dell’equazione
X

o m{Y

x—2

2

x+1

o . . 4(x
f. L'insieme soluzione dell’equazione

{7 {7)

[Tre risposte A, quattro B, due C e una D]

x+1 _2x+1?

x+3 x—5"
x#—lex#5
[D] x#—-3ex#5
=02

{1}

2 3 3 N
—— |+ =(1—=) =1 e verificata se:
X X

x=-5 @ x=5
J

:x—1e

{-5) [D] {5}
x—4

g. L'insieme soluzione dell’equazione —
X

—3x+

= e
x24+x x2—2x—3
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0 {0} {1} [D] {2}

1 1
h. L'insieme soluzione dell’equazione Zx):- c=> + );I 3 e

@{ B ©@{ @

72x+1+ 3 5
x+1 2x+2  x2—1

[A] (5} [B] (-5 {3} o] {5}

i. L'insieme soluzione dell’equazione

+2=0e

1
j- L'insieme soluzione dell’equazione
x+3

A3 B3 @) B

[Due risposte A, due B, due C e quattro D]






GEOMETRIA ANALITICA

La geometria analitica permette di studiare per via algebrica oggetti geometrici
(come punti, segmenti e rette) e, viceversa, di rappresentare graficamente oggetti
algebrici (come numeri, equazioni e sistemi lineari).

4.1 PIANO CARTESIANO

Consideriamo sul piano due rette perpendicolari, indichiamo con O il loro pun-
to di intersezione, fissiamo un verso di percorrenza su ciascuna retta (convenzio-
nalmente sull’orizzontale da sinistra a destra, sulla verticale dal basso all’alto) e
scegliamo un segmento arbitrario come unita di misura. Indichiamo con x la
retta orizzontale, che chiamiamo asse delle ascisse, e con y la retta verticale, che
chiamiamo asse delle ordinate (figura 2a).

Yy Y
— —
unita unita
A4,2)

———————— *

[}

|
0 X 0 x
(a) Assi cartesiani (b) Un punto nel piano cartesiano

Figura 2: Piano cartesiano

Definizione 10. Si chiama piano cartesiano un piano con una coppia di rette
orientate, perpendicolari, dotate di unita di misura.
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Yy

II quadrante | I quadrante

0 X
III quadrante | IV quadrante

Figura 3: Quadranti del piano cartesiano

4.2 PUNTI

Ogni punto del piano cartesiano e individuato da una coppia ordinata di numeri
che ne definiscono la posizione:

e la prima componente della coppia prende il nome di ascissa e individua lo
spostamento orizzontale (positivo o negativo) del punto rispetto all’origine

¢ la seconda componente della coppia prende il nome di ordinata e individua
lo spostamento verticale (positivo o negativo) del punto rispetto I'origine

Ascissa e ordinata si dicono anche coordinate cartesiane del punto.
Per esempio, il punto A rappresentato nella figura 2b ha coordinate (4,2): il suo
spostamento rispetto all’origine e di 4 unita in orizzontale e di 2 unita in verticale.
Gli assi cartesiani dividono il piano in quattro quadranti, numerati come in figu-
ra 3. Il segno delle coordinate cartesiane indica univocamente in quale quadrante
e posizionato il punto (tabella 1).

Tabella 1: Posizione di un punto nel piano cartesiano

Ascissa Ordinata Quadrante

+ + I
- + 11
- - 111
+ —~ v

Si hanno i seguenti casi particolari:
e se l'ascissa e zero, il punto si trova sull’asse y
e se l'ordinata e zero, il punto si trova sull’asse x

e l'origine O ha coordinate (0, 0)



Yy

—
unita
A(3,4)
—————— *
B(-2,2) :
r--- :
0 l X

Figura 4: Due punti nel piano cartesiano

Esercizio 48. Disegna i punti A e B di coordinate (3,4) e (—2,2),
rispettivamente.

Soluzione. La figura 4 mostra i punti A e B nel piano cartesiano: A & il punto di
coordinate (3,4) e B e il punto di coordinate (—2,2). O

C’e una una corrispondenza biunivoca tra i punti del piano cartesiano e 1'in-
sieme delle coppie ordinate di numeri reali (x,y): a ogni punto corrisponde una
coppia di numeri reali, e viceversa a ogni coppia di numeri reali corrisponde un
punto. Possiamo dunque “confondere” una coppia di numeri reali con il punto
corrispondente sul piano cartesiano e anzi diremo, secondo gli esempi precedenti,
«A e il punto (3,4), B il punto (—2,2)» invece di «A & il punto corrispondente alla
coppia (3,4)» o «B & il punto di coordinate (—2,2)».

4.3 SEGMENTI

Definizione 11. Un segmento e la parte di retta delimitata da due suoi punti,
detti estremi del segmento.

Nel piano cartesiano un segmento puo essere:
verticale, se i suoi estremi hanno la stessa ascissa
orizzontale, se i suoi estremi hanno la stessa ordinata

obliquo, se i suoi estremi non hanno né la stessa ascissa né la stessa ordinata

Per esempio, nella figura 5:
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e il segmento AB e verticale, perché 1’ascissa dei suoi estremi A e B & la stessa

¢ il segmento CD e orizzontale, perché I'ordinata dei suoi estremi C e D ¢ la
stessa

e il segmento EF, invece, € obliquo
Lunghezza di un segmento

Definizione 12. La lunghezza di un segmento é la distanza tra i suoi estremi.

Vogliamo determinare la lunghezza AB di un segmento AB, posto in un piano
cartesiano, conoscendo le coordinate dei suoi estremi A e B.

Segmenti verticali

_ Se il segmento AB ¢ verticale, posto A = (xa,ya) e B = (xg,yg), la lunghezza
AB del segmento e data dalla formula

AB = lyg —yal (1)

dove l[yg —ya/ e il valore assoluto delle differenza yg —ya.

Esercizio 49. Determina la lunghezza del segmento di estremi A(2,7)
e B(2,3).

Y,
—
unita
B(—2,5) F(6,5)

E(3,3)
A(—2,2)
C(2,1) D(6,1)
0 X

Figura 5: Il segmento AB & verticale, il segmento CD e orizzontale, il segmento EF & obli-
quo
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Yy Y
— A(2,7) —
unita unita
{ ]

B(2,3)
0 X ! 0 X
A(—2,—1)
(a) (b)

Figura 6: Lunghezza di un segmento verticale
Soluzione. 1l segmento AB & rappresentato nella figura 6a. Applichiamo la formu-
latconyg =3eya =7:

AB=yg —yal=B—-7=1-4=4 O

Esercizio 50. Determina la lunghezza del segmento di estremi A(—2,—1)
e B(—2,4).

Soluzione. 1l segmento AB e rappresentato nella figura 6b. Applichiamo la formu-
latconyg =4eya =1

AB =lyp —yal=M—(-1)I=15=5 O

Segmenti orizzontali

Se il segmento AB e orizzontale, posto A = (xa,ya) e B = (xg,yg), lalunghezza
AB del segmento & data dalla formula

AB = |xg —xal (2)

Esercizio 51. Determina la lunghezza del segmento di estremi A(1,4)
e B(5,4).

Soluzione. 1l segmento AB e rappresentato nella figura 7a. Applichiamo la formu-
la2, conxg =5exp =1:

AB =Ixp —xal=15—1/=4/=4 0
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y Y,
— —
unita unita
A(1,4) B(5,4)
0
B(—3,2) A(4,2)
0 X 0 X
(a) (b)

Figura 7: Lunghezza di un segmento orizzontale

Esercizio 52. Determina la lunghezza del segmento di estremi A(4,2)
e B(-3,2).

Soluzione. 1l segmento AB e rappresentato nella figura 7b. Applichiamo la formu-
la2conxg =—3exp =4

AB=|xg —xal=|-3-4=|-7=7 O

Segmenti obliqui

Se il segmento AB & obliquo, posto A = (xa,ya) e B = (xg,yg), la lunghezza
AB del segmento & data dalla formula

AB = \/(xg —xa)2 + (yp —ya)? 3)
Esercizio 53. Determina la lunghezza del segmento AB, con A(5,7)

e B(—3,1).

Soluzione. 1l segmento AB e rappresentato nella figura 8a. Applichiamo la formu-
lazconxa =5,xg=-3,ya =7eyg = 1:

AB=1\/(-3-52+(1-7)2=/(-8)2 4 (~6)2 = VeI 136 =100 =10 [

Cerchiamo di capire, attraverso I'esempio appena fatto, come si arriva alla for-
mula 3. A tal fine osserviamo che il punto C di incontro delle proiezioni di A e B
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y v,
— —
A(—3,1)/ A(—3,1)/ __________ $C(5,1)
0 X 0 X
(a) (b)

Figura 8: Lunghezza di un segmento obliquo

sugli assi e allineato orizzontalmente con A e verticalmente con B (figura 8b), per
cui:

XC=XB € Yc =Yya

Poiché AC & un segmento orizzontale, si ha:

AC =[xc —xal =Ixg —xal =8 4)
Poiché BC & un segmento verticale si ha:

BC=lyc —ysl=lya —ysl=6 (5)
Il triangolo ABC e rettangolo in C: i lati AC e BC si chiamano cateti, mentre il

lato AB si chiama ipotenusa. Per il teorema di Pitagora, ’area del quadrato costruito
sull'ipotenusa € uguale alla somma delle aree dei quadrati costruiti sui cateti:

AB’=AC>+BC® — AB=\/AC’+BC’

Sostituendo in quest’ultima formula le relazioni 4 e 5, si ha:

ﬁ:\/(XB—XA)ZJF(UB—UA)ZZMZ\/WZ V100 =10

Punto medio di un segmento

Definizione 13. Il punto medio di un segmento AB ¢ il punto M del segmento
che lo divide in due parti congruenti (figura 9).
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Yy A(5,7)
—
unita
B(—3,1) |
O X

Figura 10: Punto medio di un segmento

& S &

Figura 9: Punto medio di un segmento

Posto A = (xa,Yya) € B = (xg,yp), il punto medio M = (xpm,ym) del segmen-
to AB ha coordinate date dalla formula
XA T X +
XM = % ym = w (6)

Esercizio 54. Determina le coordinate del punto medio del segmento di
estremi A(5,7) e B(—3,1).

Soluzione. 1l segmento AB e rappresentato nella figura 10. Applichiamo la formu-
lab6conxa =5=,xg=-3,ya=7eyg=1:

5-3 741

per cui il punto medio M &
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4.4 ESERCIZI

Chi non risolve esercizi
non impara la matematica.

@D Datii punti A(5,-2) e B(—1,5), C(—3,—4) e D(5,4) disegnali sul piano cartesiano
e stabilisci a quale quadrante appartengono. [quarto, secondo, terzo, primo]

o Dati i punti A(5,3) e B(—1,7) disegna il segmento AB e calcolane il punto me-

@& Dati i punti A(—5,3) e B(1,~7) disegna il segmento AB e calcolane il punto me-
@D Trova le coordinate dell’estremo B del segmento AB conoscendo le coordinate
di A(—5,—5) e del punto medio M(1,—2) del segmento AB. [(7,1)]
6 Dati i punti A(5,3) e B(—1,—5) disegna il segmento AB e calcolane la lunghez-
za. (10]
@D Dati i punti A(2,5) e B(—4,—3) disegna il segmento AB e calcolane la lunghez-
za. (10]
o Dati i punti A(2,3) e B(5,7) determina la loro distanza. (5]

e Datiipunti A(1,1), B(4,1) e C(4,5) disegna il triangolo ABC, classificalo e calcolane
perimetro e area. [triangolo rettangolo; 12, 6]

° Dati i punti A(3,1), B(11,1) e C(7,4) disegna il triangolo ABC, classificalo e calco-
lane perimetro e area. [triangolo isoscele; 18, 12]

@ Dati i punti A(2,3), B(—3,3), C(—3,—2) e D(2,—-2) disegna il quadrilatero ABCD,
classificalo e calcolane perimetro e area. [quadrato; 20, 25]

0 Dati i punti A(2,5), B(—1,1), C(2,—-3) e D(5,1) disegna il quadrilatero ABCD,
classificalo e calcolane perimetro e area. [rombo; 20, 24]

@ Dati i punti A(1,1), B(6,1), C(?,5) e D(4,5) disegna il quadrilatero ABCD, classifi-
calo e calcolane perimetro e area. [parallelogramma; 20, 20]

@ Dati i punti A(—1,—-1), B(—6,—1), D(—9,—5) e C(—4,—5) disegna il quadrilatero
ABCD, classificalo e calcolane perimetro e area. [parallelogramma; 20, 20]

@ Dati i punti A(8,5), B(4,5), C(1,1) e D(11,1) disegna il quadrilatero ABCD, classi-
ficalo e calcolane perimetro e area. [trapezio isoscele; 24, 28]

@ Dati i punti A(5,5), B(1,5), C(1,1) e D(8,1) disegna il quadrilatero ABCD, classifi-
calo e calcolane perimetro e area. [trapezio rettangolo; 20, 22]
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@ Un triangolo isoscele ABC, di base AB, ha i vertici nei punto A(2,0), B(6,2), mentre
l'ordinata di C e 8. Trova l’ascissa di C (1/2]

€D Verifica che, congiungendo i punti medi dei lati del quadrilatero di vertici A(—2,1),
B(—2,4), C(2,9) e D(4,1) si ottiene un rettangolo.

€ Sull’asse x, determina il punto P equidistante dall’origine e dal punto (8,4). [(5,0)]

2
€ Sull’asse y, trova il punto P equidistante dall’origine e dal punto (—2,5). [(O, ]Z)}
@ Trova sull’asse x un punto P equidistante dai due punti A(0,4) e B(6,—4). [(3,0)]
@ Siano dati i tre vertici consecutivi di un parallelogramma: A(11,4), B(—1,-1),

C(5,7). Determina le coordinate del quarto vertice D (ricordando che AC e BD devono
avere lo stesso centro). [D(17,12)]

@D Indica la risposta corretta.

a. Un punto nel piano cartesiano ¢ individuato da

un numero un’equazione

una coppia ordinata di numeri @ nessuna delle risposte precedenti

b. Sia dato il segmento AB di estremi A(2,6) e B(—4,—2). Allora:

AB ¢ contenuto nel I quadrante la lunghezza di AB e 10

il punto medio di AB e (1,—2) @ AB & un segmento verticale

c. Sia dato il segmento AB di estremi A(1,3) e B(—2,—1). La sua lunghezza é:
3 B] 4 5 [D] 6

d. Sia M il punto medio del segmento AB di estremi A(1,2) e B(3,4). Allora M é:
(4,6) (2,3) (4,3) D] (2,6)

e. Il perimetro del triangolo ABC di estremi A(3,0), B(0,4) e C(—3,0) vale:

10 B] 12 14 D] 16
f. Il quadrilatero ABCD di estremi A(3,0), B(0,4), C(—3,0) e D(0,—4) e&:

un quadrato un rettangolo un rombo @ un triangolo
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g. Quale delle seguenti affermazioni ¢ falsa?
(=5, 0) si trova sull’asse x (5,6) si trova nel primo quadrante
(0, —6) si trova sull’asse y IE‘ —5, 6) si trova nel terzo quadrante
h. Il punto A(—3,4):
si trova nel secondo quadrante ha ordinata negativa
ha ascissa positiva @ dista 7 dall’origine
i. Il punto A(0,—4):

dista —4 dall’origine ha ascissa non nulla
si trova sull’asse y @ ha ordinata nulla

j- Il quadrilatero ABCD di estremi A(0,0), B(7,0), C(10,4) e D(3,4) &

un quadrato un rombo

un rettangolo @ un parallelogramma

[Una risposta A, tre B, tre C e tre D]






SISTEMI LINEARI

Un’equazione del tipo
x+y=3
ha come soluzioni tutte le coppie (x,y) che la soddisfano. Per esempio, sono
soluzioni:
e (3,0), perché 3+0=3 e (1,2), perché 1+2 =3
e (2,1), perché 2+1=3 e (0,3), perché 0+3 =3

Non e difficile intuire che le coppie soluzione sono infinite: se infatti riscriviamo
I'equazione nella forma y = 3 —x, basta assegnare a x un valore qualsiasi e a y
I'opposto di questo valore aumentato di 3 per avere una coppia soluzione. Se pero
consideriamo anche I'equazione

x—y=1
fra le infinite soluzioni della prima e le infinite soluzioni di quest’ultima puo darsi
che ce ne sia qualcuna in comune. In effetti, la coppia (2, 1) le soddisfa entrambe:
e prima equazione: x+y =3 = 2+1=3
e seconda equazione: x—y=1 = 2-1=1
Definizione 14. Si definisce sistema di equazioni I'insieme di due o pilt equa-
zioni che devono essere verificate contemporaneamente. L'insieme soluzio-

ne § di un sistema e formato dalle soluzioni che verificano tutte le equazioni
contemporaneamente.

Per indicare un sistema si scrivono le sue equazioni all’interno di una parentesi
graffa aperta. Il sistema delle due equazioni dell’esempio precedente si rappresen-

ta cosi:
x+y=3
x—y=1

e una soluzione e data dalla coppia ordinata (2,1).

Definizione 15. Il grado di un sistema e il prodotto dei gradi delle singole
equazioni. Un sistema di primo grado si dice lineare.

Per esempio:
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e il sistema
x+y=3
x—y=1

e lineare perché entrambe le equazioni sono lineari

o il sistema

y=x?
y=x
e di grado 2 perché la prima equazione ha grado 2, mentre la seconda ha
grado 1
o il sistema
X2 4+y2 =1
y=x?

e di grado 4 perché entrambe le equazioni sono di secondo grado

5.1 SISTEMI DETERMINATI, INDETERMINATI, IMPOSSIBILI

Ci sono sistemi che hanno un numero finito di soluzioni. Un esempio ¢ il sistema
presentato all’inizio del capitolo che, come avremo modo di vedere, & verificato
solo dalla coppia (2, 1). Invece un sistema come

x+y=3
x+y=1

non ha soluzione, perché x +y non puo essere uguale contemporaneamente a 1 e
a 3, mentre il sistema

x+y=3
2x+2y=6

ha infinite soluzioni, perché le due equazioni sono equivalenti (se dividi per 2 la
seconda equazione ottieni la prima), per cui tutte le infinite coppie che soddisfano
la prima equazione soddisfano anche la seconda.

Analogamente a quanto abbiamo fatto per le equazioni, diciamo allora che un
sistema e:

o determinato se ha un numero finito di soluzioni
o impossibile se non ha soluzioni

o indeterminato se ha infinite soluzioni
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5.2 PRINCIPI DI EQUIVALENZA

Definizione 16. Diciamo che due sistemi sono equivalenti se hanno le stesse
soluzioni.

Per risolvere un sistema si cerca di passare a un altro a esso equivalente ma di
forma pitt semplice. Per fare cio ci vengono in aiuto due principi di equivalenza.

Principio 1 (Primo principio di equivalenza). Se in un sistema si sostituisce
a un’incognita la sua espressione ricavata da un’altra equazione, si ottiene
un sistema equivalente a quello dato.

Principio 2 (Secondo principio di equivalenza). Se in un sistema si som-
mano membro a membro le sue equazioni e si sostituisce a una di esse
I'equazione ottenuta, si ottiene un sistema equivalente a quello dato.

Consideriamo per esempio il sistema

x+y=3
x—y=1

e ricaviamo 1’espressione dell’incognita y dalla prima equazione:
y=3—x

Per il primo principio possiamo sostituire questa espressione al posto di y nella
seconda equazione. Il sistema che si ottiene dalla prima equazione riscritta nella
forma y = 3 — x e dalla seconda dopo la sostituzione e:

y=3—x
x—3—x)=1
e, per il primo principio, possiamo dire che questo sistema & equivalente a quello

dato.
Consideriamo sempre il sistema

x+y=3
x—y=1

Se sommiamo membro a membro le due equazioni otteniamo:

(x+y)+(x—y)=3+1
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Associamo ora all’equazione ottenuta una qualunque delle due del sistema, per
esempio la prima:

(x+y)+(x—y)=3+1
Per il secondo principio, il sistema ottenuto ha le stesse soluzioni di quello dato.
I1 secondo principio permette anche di sottrarre membro a membro le due equa-
zioni: infatti cio equivale a cambiare i segni di una delle due equazioni e poi a
sommarle.

{ x+y=3

5.3 RISOLUZIONE DEI SISTEMI LINEARI

In questo paragrafo ci occupiamo della risoluzione dei sistemi lineari, in cui tutte
le equazioni sono lineari. In particolare, affrontiamo la risoluzione dei sistemi di
due equazioni in due incognite. La forma tipica di un sistema di questo tipo, che
si dice forma normale, & la seguente:

ax+by=c
dx+ey="~

con q, b, ¢, d, e, f numeri non tutti contemporaneamente nulli.

Un sistema lineare, se & determinato, ha sempre una sola soluzione. Trovarla
significa individuare, se esiste, la coppia ordinata di numeri (x,y) che soddisfa
il sistema. Possiamo quindi ritenere di averlo risolto se, applicando i principi di
equivalenza, riusciamo a trasformare le sue equazioni fino ad arrivare a scrivere

x =k
y=h

In questo caso diciamo che la coppia soluzione e (k,h). Vediamo ora i principali
metodi di risoluzione mediante alcuni esempi.

Metodo di sostituzione

Questo metodo e conseguenza diretta dell’applicazione del primo principio.

x+y=3
x—y=1

Esercizio 55. Risolvi il sistema { con il metodo di sostituzione.
Soluzione.

¢ Ricaviamo l’espressione di x oppure di y da una delle due equazioni. Per
esempio, ricaviamo y dalla prima equazione:

y=3—x
x—y=1
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e Applichiamo il primo principio:

y=3—x
x—(3—x)=1
Il vantaggio che deriva dall’applicazione di questo principio ¢ evidente: la

seconda equazione contiene ora la sola incognita x e si puo risolvere rispetto
a questa variabile.

e Svolgiamo i calcoli e risolviamo I'equazione in x:

y=3—x y=3—x y
{x—3+x-1 — {Zx—4 — {x

3—x
2

» Applichiamo ancora il primo principio sostituendo I’espressione trovata alla x
nella prima equazione:

y=3-2 y=1
{x:Z - {x:z

Abbiamo cosi trovato la soluzione del sistema. L'insieme 8 delle soluzioni &

quindi
$={(2,1)} O
. . . C x—3y=0 . . o
Esercizio 56. Risolvi il sistema iyl con il metodo di sostituzione.

Soluzione. La cosa pilt conveniente ¢ ricavare la variabile x dalla prima equazione
e sostituire la sua espressione nella seconda:

x =3y x =3y x =3y x =3y
{x+y:4 — {3y+y:4 — {4y=4 — y=1

Sostituiamo il risultato trovato alla y nella prima equazione:

{X=3-1 {X=3
—
y=1 y=1

L'insieme delle soluzioni & dunque

$={(G,1)} O

Metodo di riduzione

Questo metodo consiste nel sommare (o sottrarre) opportunamente le due equa-
zioni, applicando il secondo principio, in modo da eliminare una delle variabili da
ciascuna equazione.



Esercizio 57. Risolvi il sistema { :ii i ? con il metodo di riduzione.

Soluzione.

Eliminiamo la variabile y sommando membro a membro le due equazioni:

x+y)+x—y)=3+1 = x+y+x—y=4 — 2x=4 — x=12

Associamo ora all’equazione ottenuta una qualunque delle due del sistema,
per esempio la prima:

x+y=3
x=2

Per completare la risoluzione del sistema procediamo per sostituzione, sosti-
tuendo il valore di x trovato nella prima equazione e risolviamo:

2+y=3 y=3-2 y=1 B
{x:Z = {Xzz = {Xzz = §={(21)}
. . . Ca —3y=0 . .. .
Esercizio 58. Risolvi il sistema iyl con il metodo di riduzione.

Soluzione. Eliminiamo la variabile x sottraendo membro a membro le due equazio-

ni:
(x—3y)—(x+y)=0-4 = x—-3y—x—y=—4 = —A4y=—4 = y=1
da cui

e B e R Gl
Metodo del confronto

Questo metodo e un’applicazione del primo principio di equivalenza.

x+y=3

con il metodo del confronto.
x—y=1

Esercizio 59. Risolvi il sistema {

Soluzione.
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e Ricaviamo l’espressione della stessa variabile, la x o la y, in entrambe le
equazioni. Per esempio ricaviamo l’espressione di x:

x=3—Yy

x=1+y
¢ Confrontiamo le due espressioni di x trovate:
3—y=1+y

Quella ottenuta e un’equazione in una sola incognita. Risolviamola:

2y=-2 = y=I

e Associamo ora all’equazione ottenuta una qualunque delle due del sistema,
per esempio la prima:

x+y=3
y=1

o Per completare la risoluzione del sistema procediamo per sostituzione, sosti-
tuendo il valore di y trovato nella prima equazione e risolviamo:

x+y=3 x+1=3 x=2 B
{y—1 = {y—l = y=1 = §={(2,1)} O

x—3y =20

con il metodo del confronto.
x+y=4

Esercizio 60. Risolvi il sistema {

Soluzione. La cosa pili conveniente e ricavare la variabile x da entrambe le equazio-

ni;
x =3y
x=4—y
Confrontiamo le due espressioni di x trovate:
3y=4—y = 4y=4 = y=I1

da cui

{’y‘jy — {"23'1 — {"i3 —  s5={(3,1} O
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Metodo di Cramer

Il metodo di Cramer (dal nome del matematico svizzero Gabriel Cramer) per-
mette di risolvere un qualunque sistema lineare in modo meccanico. Per usare
questo metodo, il sistema deve essere scritto nella sua forma normale.

ax+by=c
dx+ey="~

In questo caso, i coefficienti delle variabili si possono raggruppare in una tabella
bidimensionale in questo modo:

a b

i

dove nella prima colonna abbiamo messo i coefficienti della variabile x e nella
seconda i coefficienti della variabile y.

A una tabella di questo tipo si da il nome di matrice, e poiché essa possiede due
righe e due colonne si parla di matrice quadrata di ordine due. In una matrice di
questo tipo si individuano due diagonali: quella dei termini a ed e ¢ la diagonale
principale, mentre quella dei termini b e d & la diagonale secondaria.

A ogni matrice quadrata come questa si puo associare un numero che si chiama

determinante, indicato con A = 3
sulla diagonale principale e sottraendogli il prodotto dei termini sulla diagonale

secondaria:

z’, che si calcola facendo il prodotto dei termini

a
d

Consideriamo ora la matrice che otteniamo da quella dei coefficienti sostituendo
la prima colonna, quella dei coefficienti di x, con la colonna dei termini noti delle
equazioni del sistema:

c b
X

Il suo determinante, che indichiamo con Ax, & dato da:

c b
P e‘ =ce—Dbf

A= b —ae—bd
e

Ax =

Infine consideriamo la matrice che otteniamo da quella dei coefficienti sostituen-
do la colonna dei coefficienti di y con quella dei termini noti delle due equazioni

del sistema:
a c
d f

Il suo determinante, che indichiamo con Ay, ¢ dato da:

a ¢

A=l ¢

=af—cd

Si puod dimostrare che:
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Ax A
e se A # 0, il sistema ¢ determinato e la sua soluzione ¢ la coppia < x 2 )

A’ A
Ax < ce — bf
X = — [
ae—bd
h i d
B che corrisponde a  af—cd
y= A y_ae—bd

e se A =0, il sistema non & determinato ed é:
— indeterminato se Ax =0e Ay =0
— impossibile se Ax # 0 oppure Ay # 0
Il metodo di Cramer, in quanto segue uno schema preciso, si presta bene al-

la costruzione di algoritmi per risolvere sistemi lineari in modo automatico, con
strumenti informatici.

Esercizio 61. Risolvi il sistema { zti i ? con il metodo di Cramer.

Soluzione. Calcoliamo i tre determinanti:

e determinante della matrice dei coefficienti:

e poiché A # 0 il sistema & determinato.

o determinante della matrice che si ottiene da quella dei coefficienti sostituendo
la colonna dei coefficienti di x con quella dei termini noti:

Ax:ﬁ _1]‘23.(—1)—1-12—3—1:—4

o determinante della matrice che si ottiene da quella dei coefficienti sostituendo
la colonna dei coefficienti di y con quella dei termini noti:

Ay:1 3:1-1—3~1:1—3:—2
11
Il sistema ha quindi soluzione:
—4
- 8§=1{(2,1 O
a2 = sl

A —2
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Esercizio 62. Risolvi il sistema { K=y == con il metodo di Cramer.

x+y=4

Soluzione. Calcoliamo i tre determinanti:

° A= } _13‘—1~ —(=3)-1 =143 = 4 e poiché A # 0 il sistema &
determinato
.AXZZ —13'_0.1_(_3).4_o+12_12
10
Ay =, 4'—1-4—0-1—4—0—4

Il sistema ha quindi soluzione:

Ax 1
= $={(3,1} [
Ay _4
=X =1"
Esercizio 63. Risolvi il sistema x+2y=1 con il metodo di Cramer.
2x+4y =1

Soluzione.
1 2

A"z 4

‘—44—0

Questa volta A = 0, quindi il sistema non e determinato. Per decidere se & indeter-
minato o impossibile calcoliamo Ax: se troviamo che Ax = 0 dobbiamo calcolare
anche Ay; se troviamo che Ax # 0 possiamo subito concludere che il sistema &

impossibile:
Ax = T2 4-2=2
=1, 4= =
Il sistema e quindi impossibile. O
qer . 8 & 2x+y =1
Esercizio 64. Risolvi il sistema { Ax+2y =2
Soluzione.
A=l Y =4-a=0



Il sistema non e determinato. Calcoliamo Ax e, se € uguale a zero, calcoliamo
anche Ay:

11 21
Ax—‘z 2‘—2—2—0 Ayf4 274_470
Essendo A = 0 e Ax = Ay = 0, il sistema ¢ indeterminato. O

Metodo grafico

Oltre ai metodi algebrici visti fin qui, per risolvere un sistema lineare si puo
adottare anche il metodo grafico, meno pratico, ma utile per capire cosa rappresen-
ta un sistema lineare. Introduciamo alcuni concetti, che riprenderemo nella classe
terza.

Funzioni

Definizione 17. Dati due insiemi A e B, una funzione f di dominio A e co-
dominio B e una relazione che associa a ogni elemento di A uno e un solo
elemento di B.

Una funzione specifica in che modo gli elementi del primo insieme, che vengono
di solito indicati con x, sono legati a quelli del secondo, che vengono di solito
indicati con y.

Se A e B sono insiemi numerici, spesso la funzione che associa gli x € A
agli y € B si esprime mediante un’espressione di tipo matematico. Per esem-
pio, per indicare che l'elemento y e il doppio dell’elemento x diminuito di 4 si
scrive y = 2x — 4.

Funzioni lineari

Una funzione si dice lineare se & definita da un’equazione del tipo:
y=mx-+(

Il grafico di una funzione lineare e una retta. Per disegnarla basta determinare alcu-
ni suoi punti (in linea di principio ne bastano due, poiché una retta & univocamente
individuata da due suoi punti) e tracciare la retta che passa per essi.

Esercizio 65. Traccia per punti il grafico della funzione y = 2x — 4.

Soluzione. Per determinare alcuni punti del grafico della funzione diamo dei valori
a scelta alla variabile x e calcoliamo i corrispondenti valori di y. Per esempio,
sostituendo 3 al posto di x nell’equazione y = 2x — 4 otteniamo:

y=2-3-4=2
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x y=2x—4
—1 —6
0 —4
1 -2
2 0
3 2
(a) Grafico (b) Alcuni valori

Figura 11: La funzione y = 2x —4

Attribuendo a x i valori —1, 0, 1, 2 e 3 otteniamo la tabella 11b. Rappresentando i
punti corrispondenti e congiungendoli otteniamo la retta che costituisce il grafico

diy = 2x —4 (figura 11a). O
Esercizio 66. Traccia per punti il grafico della funzione y = —x + 2.
Soluzione. La figura 12 mostra il grafico della funzione. O

Posizione reciproca di due rette
Sappiamo dalla geometria euclidea che due rette r e s del piano possono essere:
e incidenti, se hanno in comune uno e un solo punto
e parallele distinte, se non hanno punti d’'intersezione
e coincidenti

Dal punto di vista della geometria analitica, date due rette di equazioni asse-

gnate, per discutere la loro posizione reciproca si considera il sistema delle loro
equazioni:

e se il sistema @& determinato le due rette sono incidenti e le coordinate del loro
punto d’intersezione sono date dalla soluzione del sistema

o se il sistema & impossibile le due rette sono parallele distinte
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X y=-—x+2
2 4
—1 3
. 0 2
1 1
— | s 2 0
-2 -1 1 2 3 3 -1

1t
(a) Grafico (b) Alcuni valori

Figura 12: La funzione y = —x+2

Figura 13: Le rette sono incidenti e P(2,0) & il loro punto di intersezione

e se il sistema @ indeterminato le due rette sono coincidenti

Per risolvere graficamente un sistema si tracciano, nel piano cartesiano, le due
rette che rappresentano le equazioni del sistema.

Sistemi determinati
Mostriamo con un esempio che, se il sistema € determinato, le due rette si incon-

trano in un punto, le cui coordinate costituiscono 1'unica soluzione del sistema.

y=2x—4

Esercizio 67. Risolvi graficamente il sistema { = )
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Soluzione. Le due rette sono incidenti e P(2,0) e il loro punto di intersezione
(tigura 13). O

Sistemi impossibili
Vediamo un esempio di sistema impossibile.

y=2x—4

Esercizio 68. Risolvi graficamente il sistema { =

Figura 14: Le rette sono parallele distinte e il sistema & impossibile

Soluzione. Le rette sono parallele distinte e il sistema e impossibile (figura 14). [

Sistemi indeterminati

Vediamo un esempio di sistema indeterminato.

. . . . . o 2x —4
Esercizio 69. Risolvi graficamente il sistema { Y x4
Soluzione. Le rette sono coincidenti e il sistema e indeterminato (figura 15). O

5.4 PROBLEMI CHE SI RISOLVONO CON | SISTEMI

Sappiamo che le equazioni servono, fra l'altro, a risolvere problemi. Ci sono
problemi che si possono risolvere con un’equazione in una sola incognita, ma ci
sono anche problemi in cui si hanno due o pit1 incognite. E importante capire che
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/,

Figura 15: Le rette sono coincidenti e il sistema & indeterminato

il numero di equazioni che formalizzano il problema deve essere pari al numero di incognite,
altrimenti il problema non ¢, in genere, determinato.

Valgono le considerazioni fatte a proposito della risoluzione dei problemi. E
quindi indispensabile:

e individuare con precisione I'obiettivo del problema
e scrivere in modo completo i dati

e individuare il campo di variabilita delle incognite e, una volta trovati i loro
valori, stabilirne 1’accettabilita

Esercizio 70. Un tappezziere deve ricoprire una parete rettangolare con del-
la carta da parati che costa 35€ al metro quadrato. Il committente gli co-
munica che il doppio di una dimensione ¢ uguale al triplo dell’altra e che
il perimetro della figura € lungo 20m. Qual & I'importo della spesa del
materiale che il tappezziere deve inserire nel preventivo?

Soluzione. Per calcolare il costo del materiale dobbiamo conoscere la misura del-
l'area del rettangolo e quindi dobbiamo determinare le lunghezze dei lati x > 0
ey >0.

¢ La prima informazione ci dice che:
2x =3y
e La seconda ci dice che:

2x+y) =20 = x+y=10

Poiché siamo riusciti a scrivere due equazioni, pari al numero di incognite che
abbiamo posto, possiamo formalizzare il problema con il sistema

2x =3y
x+y =10
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Risolvendolo si ottiene:

2x =3(10—x) 2x =30 —3x 5x =30 X=6
y=10—x y=10—x y=10—x y=4

Poiché questi due valori soddisfano le limitazioni x > 0 e y > 0, possiamo dire che
i lati del rettangolo sono di 6m e 4m. L'area cercata & quindi (6-4)m? = 24m? e
il costo del materiale & 24 -35€ = 840 €. O

Esercizio 71. Il sig. Rossi ha due terreni che complessivamente hanno una
superficie di 45000m?. Il Comune gli fa sapere che, per far passare dei
cavi elettrici, deve espropriare il 2% della superficie del primo terreno e
il 3% della superficie del secondo, per un totale di 1000 m?. Quali sono le
superfici di ciascuno dei due terreni rimaste di proprieta?

Soluzione. Riscriviamo i dati in modo schematico:
superficie complessiva dei due terreni: 45000 m?
parte espropriata del primo terreno: 2%
parte espropriata del secondo terreno: 3%

superficie totale espropriata: 1000 m?

L’obiettivo del problema & determinare le superfici rimaste al sig. Rossi di cia-
scuno dei due appezzamenti. Poiché non sappiamo qual ¢ la superficie iniziale dei
due terreni e i dati sull’esproprio si riferiscono a esse, conviene indicare con x e y
tali superfici. Essendo misure di aree, deve essere x > 0 ey > 0. Avendo introdotto
due incognite dobbiamo trovare due equazioni in queste incognite da scrivere in
un sistema.

La prima informazione ci permette di scrivere la prima equazione:

X +y = 45000

Per trovare la seconda equazione ragioniamo cosi: la parte espropriata del
primo terreno e 2x/100, la parte espropriata del secondo e 3y/100 e in totale
sono stati espropriati 1000 m?, quindi la seconda equazione é:

2 3

che, moltiplicando per 100 possiamo scrivere nella forma

2x + 3y = 100000
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Il sistema che € modello del problema & dunque il seguente:

x4y = 45000
2x + 3y = 100000

Risolvendolo si ottiene:

x =45000—y x =45000—y
2(45000 —y) + 3y = 100000 y = 10000

x = 35000
y = 10000

Le superfici iniziali dei due terreni sono quindi 35000 m? e 10000 m?, per cui:

e la parte rimasta del primo terreno e il (100 —2)% = 98% della superficie

iniziale, cioe % -35000 m? = 34300 m?

e la parte rimasta del secondo terreno e il (100 —3)% = 97% della superficie

iniziale, cioe %70 10000 m? = 9700 m?

O
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| SISTEMI LINEARI

5.5 ESERCIZI

Chi non risolve esercizi
non impara la matematica.

Risolvi i seguenti sistemi con il metodo di sostituzione.

©® |, o) @ {520,
® (i, 0@ {55,
©® .0 o @ {377
© {7 01 @ {5
® ;) 451 @ {50
Risolvi i seguenti sistemi con il metodo di riduzione.
@ {iﬁ;ﬁo 0,0 {§y+_1:’3j—1
® (.} o0 @ {502
134 {ifﬂiiz (1,1 @ {§§:3y148
@ (T, 21 @ {3IN7
@ {7 enon @ {7
Risolvi i seguenti sistemi con il metodo del confronto.
2 IR 2 @ {3787]
{ 3_;27] limpossibile] { i);:iiSZZZOO
@ | iij:?ili o @ {11705
{ +3 5 2, =3)] { Z_ﬁ‘i;r:oo

[impossibile]
(1,1
(1,1)]
[(2,1)]

[(7,—6)]

((1,2)]
[impossibile]
indeterminato
((0,—1)]

[(0,2)]

(0, 1)]

[(=1,3)]

((5,2)]

limpossibile]



5.5 ESERCIZI | 97

2y = 22x — 4y =24
22 {32:3:? 1,2 € {Xj_‘yj; [2,5)

Risolvi i seguenti sistemi con la regola di Cramer.
x—2y=2 4x+6y =0 4’6

2x+2y =3 13 5 x+2y =1 S
324 { 3x—3y=2 [(]2 12)} { x44y =1 [impossibile]

x+y=-3 x+2y=4 . .
[ 33 { e By =2 (-1 6x 4y — 8 [indeterminato]
6x —2y =5 1 2x—4y =0
@ {5 (3- ﬂ N 2,1}
@ 10x — 20y = —11 3 7 S5x—2y=7
{ x+y—1=0 [(70 ﬁﬂ @ { 5y—3x =11 [(3,4)]
Risolvi i seguenti sistemi con il metodo che preferisci.
x—2y=3 3x—2y=2
@ { 4x+8y =12 (3.0 { o e K%’Oﬂ
x—2y=3 , o o3
D { el — 5 limpossibile] 1 ;
—-x—=y+1=0
i3 { x—2y=3 (=3, -3)] (53 ] 37729 [indeterminato]
ZX*Gy:]Z ) 9y_2X_6:0
13
SX—5y=—2 2
2 2 ' - +3x =y
D bil 3Y
{ 5. 15 5 [impossibile] D 3] (=30, —54)]
T x—5y+3=0
(45 ] x—y=3 [impossibile]
—x+y =1 5 3
Y+ ox=-—2 ) L
xX__ Y. D { 2 [impossibile]
(46 ] 2 2 lindeterminato] 3x+10y—3=0
x+y=2 5 .
X+y=
2x =143y @ {Xiz - [(=1,2)]
1. — Yy =
D {,y e [(=1,-1)]
—x+2y =—1 2x+2y =6
D {3x—yy_3 (1,0) €D {X_zy:_3 [(1,2)]
+2y=3 1
D {’;X_ﬂ_z [1,1)] Let3y+2=0
[ 58 J ((3,=1)]
@ | > V-! [(1,1)] 2t y="1 |
x+2y=3 ’ 2 2
3x—y=>5 2x—y=3
@D {X =5 (1,-2) & {x—Zy:O [(2,1)]
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N
> (1,1)]
2,1,
3773V T
=1
s 1G]
4x + Ey—i
2x+y—3=0 ) o
{ Ax+2y+6=0 [impossibile]
2x—y = —1
Yy ] .
x+1 __1 2
29772
IR
{ 2" 73" [impossibile]
x+64y 320
[(2,4)]
XY _,
2 4
Ix—2y=1 ) )
{ 4y —6x =2 [indeterminato]

Risolvi i seguenti esercizi.

=

2x—3y=2 ) ]
{ 6x—9y =6 [indeterminato]
((—4,2)]
X Y, q__*_
S+ de1=—2o1
x—4y — x—5y
3 [(—66,—12)]
x—2=6y+4

2y—2x =—

Ix+y=2
3x—y=0

€D 1asomma di due numeri razionali & 16 e il doppio del primo aumentato di 4
uguaglia la differenza tra 5 e il doppio del secondo. Stabilisci, dopo aver formalizzato il

problema con un sistema lineare, se e possibile determinare i due numeri.

limpossibile]

@ Trova due numeri sapendo che la loro somma & 37 e la loro differenza & 5. [21,16]

@& 11 doppio della somma di due numeri & uguale al secondo numero aumentato del
triplo del primo, inoltre aumentando il primo numero di 12 si ottiene il doppio del secondo
diminuito di 6.

(18,18]

@D Trova due numeri la cui somma & 57 e di cui si sa che il doppio del primo diminuito
della meta del secondo ¢ 49.

a.

Vero o falso?

Le soluzioni di un sistema lineare so-
no le soluzioni comuni a tutte le sue

equazioni.

. Le soluzioni di un sistema lineare

in due incognite sono costituite da

coppie di numeri.

C.

31, 26]

Se si moltiplicano le equazioni di
un sistema per 2, anche la soluzione

N

Un sistema di quarto grado e sem-
pre composto da due equazioni di

risulta moltiplicata per 2.

secondo grado.



. Due sistemi sono equivalenti se e solo
se hanno le stesse soluzioni.

. Nel metodo di sostituzione si rica-
va sempre l'incognita x dalla prima

. Un sistema e impossibile se non ha

. Un sistema lineare & determina-
to quando ha una sola soluzio-

equazione.

soluzioni.

&) Vero o falso?

. I metodo di sostituzione non si
pud applicare se i termini noti del-
le equazioni del sistema lineare sono

. Il determinante di una matrice 2 x 2 &
nullo solo se una riga (o una colonna)

. Per risolvere un sistema lineare con
il metodo del confronto si rica-
va la stessa incognita da tutte le

. Dato un sistema lineare in forma nor-
male, se il rapporto fra i coefficienti
di x e uguale al rapporto fra i coef-
ficienti di y, allora il determinante e

nullo.

. Se il determinante di un sistema li-
neare ¢ nullo, allora il sistema non &

determinato.

nulli.

ha tutti gli elementi nulli.

equazioni.

@) Indica la risposta corretta.

0?

(4}

ne.

i. Se un sistema & impossibile, al-

lora tutte le sue equazioni sono

impossibili.

j. Se un sistema é lineare, allora tutte le

[5 affermazioni vere e 5 false]

sue equazioni sono lineari.

. Se il determinante di un sistema linea-

re e diverso da zero e Ay ¢ uguale a

zero, allora y = 0.

. Nel metodo di sostituzione si deve so-

stituire 1’espressione trovata per una
delle incognite da una delle equazio-
ni, nell’altra equazione, al posto della

stessa incognita.

. Quando si risolve un sistema lineare

con il metodo di sostituzione si ottiene
un sistema a esso equivalente.

i. Uno dei passaggi che occorre compie-

re quando si risolve un sistema lineare
con il metodo di sostituzione e trasfor-
mare una delle equazioni in una a essa

equivalente.

. Si puo applicare il metodo del con-

fronto solo quando le incognite hanno

[7 affermazioni vere e 3 false]

coefficiente unitario.

a. Quale tra le seguenti coppie di numeri non & soluzione dell’equazione 3x —2y +4 =

99
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b. Individua la soluzione del sistema lineare

2x+3y—5=0
x—3y+2=0

(1,1) (—;,z) <o§) [D] (-2,0)

c. Una fra le seguenti affermazioni, riferite al sistema

Ix—4y—-2=0
2x—y=3

e falsa. Quale?
i termini noti sono —2 e 3 ha come soluzione (2, 1)

E ¢ lineare @ (0,—3) non & soluzione

d. Siano dati i seguenti due sistemi
x+y=>5 —y=1
Y= X—y=
{x—l—y:l {x—i—xzyzz
Allora:
i sistemi sono entrambi lineari
il primo sistema e lineare, mentre il secondo ¢ di terzo grado
il primo sistema e di terzo grado, mentre il secondo ¢ lineare
@ i sistemi sono entrambi di terzo grado
e. Sia dato il sistema

x+2y=4
Sx+y=-—

Se lo si vuole risolvere con il metodo di sostituzione, dal punto di vista del calcolo &
pitt semplice:
ricavare x dalla prima equazione ricavare y dalla prima equazione

ricavare x dalla seconda equazione @ ricavare y dalla seconda equazione

f. Il sistema
3y—2(1+5y)=5
x=145y
rappresenta il secondo passaggio della risoluzione di un sistema con il metodo di
sostituzione. La soluzione del sistema é:
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(4,1) (4,—1) (—4,1) [D] (—4,-1)

g. Dato il sistema
x+y=3
x—y=1

sui due sistemi seguenti si puo affermare che:
{ 2x =4 { y=4
x—y=1 x—y=1
sono entrambi equivalenti al sistema dato
solo il primo e equivalente al sistema dato
solo il secondo e equivalente al sistema dato

@ nessuno dei due e equivalente al sistema dato

h. Il sistema
3—2x
v=3
5x—9
7
& stato ottenuto da uno solo dei seguenti sistemi. Quale?

2x+4y+3=0 2x+4y—-3=0
{5x—7y+9:0 {5X—7y—9=0

2x+4y+3=0 @ 2x—4y+3=0
5x—7y—92=0 5x+7y—92=0

y:

i. E dato il sistema
4x—-3y—2=0
—8x+6y+4=0

Quale tra le seguenti affermazioni & falsa?

1l sistema non ha soluzioni il sistema ha infinite soluzioni

(1/2,0) & una soluzione del sistema @ (0,2/3) non & soluzione del sistema

j- Dato il sistema

2x—5y =3
Ix+2y =—1

i fattori per cui moltiplicare le due equazioni, affinché i coefficienti della y siano
opposti, sono:

10 per entrambe le equazioni

2 per la prima equazione e 5 per la seconda
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—5 per la prima equazione e 10 per la seconda

@ 2 per la prima equazione e —5 per la seconda

[Tre risposte A, quattro B, una C e due D]
@ Indica la risposta corretta.

a. Dato il sistema

il determinante Ay &
3 -5 3 2 2 3 -5 2
NN ;5 e I 1l P

b. Dato il sistema
—3x+7y=15
4x+2y=5

per ricavare 'incognita x applicando il metodo di riduzione, si puo:

moltiplicare la prima equazione moltiplicare la prima equazione
per 2 e la seconda per —7 e poi sottrar- per 2 e la seconda per 7 e poi sommare
re la seconda equazione dalla prima le due equazioni

moltiplicare la prima equazione @ moltiplicare la prima equazione
per 7 e la seconda per 2 e poi sommare per 2 e la seconda per 7 e poi sottrarre
le due equazioni la seconda equazione dalla prima

c. Dato il sistema

x+y=>5
x—y=1

quale fra le seguenti affermazioni ¢ falsa?

y=5—x

Se si applica il metodo di sostituzione si ottiene il sistema { X—(5—x) =1

2x =6

Se si applica il metodo di riduzione si ottiene il sistema { -

x=5—y

Se si applica il metodo del confronto si ottiene il sistema { e

@ Se si applica il metodo di Cramer si ottiene x = ]
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d. II sistema

& equivalente a uno e uno solo dei seguenti sistemi. Quale?

dx+3y =1 4x+3y =1
{ {4x+y——3

4x—y=-3
4x —3y =1 4x 43y =—1
{4xfy:f3 @ {4xfy:f3
e. Individua la soluzione del sistema

xX+y=>5
Ix—y=7

(2,3) 3,2) (4,1) [D] (1,4)

f. Individua i metodi di risoluzione che sono stati applicati al sistema

2x+y=>5
x—y=1
per ottenere rispettivamente
y=5—2x 2x+y =
x—(5—2x)=1 3x=6

. in entrambi sostituzione

A
. nel primo riduzione, nel secondo sostituzione
C

. nel primo sostituzione, nel secondo riduzione
@ nel primo riduzione, nel secondo confronto

g. Quale delle seguenti equazioni deve essere sostituita ai puntini nel sistema

in modo che il suo determinante sia uguale a —2?

—2x+6y =0 —2x—6y =3
2x+6y =3 [D] 2x—6y=3
[Una risposta A, due B, una C e tre D]

€D Indica la risposta corretta.

a. Quale fra i seguenti sistemi lineari & ridotto in forma normale?



104

. Il valore del determinante:

S5x—2y=2 x+y+3=0
{y:3x—1 {x—y+2:0

4x —3y =1 x+y=1
{5x+7y272 @ {xz—(x—Uz—i-y:Z

. Consideriamo un’equazione lineare in due incognite e I'equazione che si ottiene mol-

tiplicando entrambi i suoi membri per uno stesso numero k # 0. Quante soluzioni
ha il sistema costituito da queste due equazioni?

nessuna E una due IE‘ infinite

. Una sola fra le seguenti equazioni, posta a sistema con l'equazione 3x —2y +1 =0,

rende il sistema impossibile. Quale?

9x—6y—3=0 3x+2y—1=0
2x—3y+1=0 [D] 3x+2y+1=0

-3
1 2

[A] —13 [B] —7 [c] 7 D] 13

N

e:

. Dati i sistemi

x—2y=—1 x—2y=—1
2x—4y =2 2x—y=-2
si puo affermare che:

sono entrambi indeterminati
il primo e impossibile e il secondo ¢ indeterminato
il primo e impossibile e il secondo & determinato

@ il primo e indeterminato e il secondo & determinato

. Individua fra i valori indicati quello che rende il seguente sistema impossibile:

ax+2y =3
2x—y=>5

a=-—4 E a=-2 a=2 @ a=4

. Quale fra i seguenti sistemi e indeterminato?

x—2y=3 x+y=1 x+5y=2 x+5y=2
{4y_0 {Zx—i—Zy—Z {Ox—i-Oy:Z @ {X—Syzz
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h. Quale delle seguenti tabelle esprime una relazione lineare tra le due variabili x e y?

Xy Xy Xy Xy
A 0 3 1 5 C 1 5 1 5
1 0 2 8 2 7 @ 2 6
2 -1 3 10 3 9 3 8

i. Quale dei seguenti sistemi formalizza il seguente problema: «la somma di x con il
doppio di y e 10 e la differenza tra il triplo di x e il doppio diy & 5»?

x2+y =10

x+y? =10

x3—2y2 =5 x3—2y2 =5

x+2y =10 2x+y =10

{3X29_5 @ {2x—3y:5

jo Quale dei seguenti sistemi costituisce il modello algebrico del seguente problema:
«sono stati venduti in tutto 1000 biglietti per le rappresentazioni teatrali che si ter-
ranno sabato e domenica; il numero dei biglietti venduti per il sabato supera di 50 il
doppio dei biglietti venduti per la domenica»?

x+y = 1000 x+y = 1000
A
{x2~50+y {x50+2y
x =1000+y x =1000+y
{x+2y:50 @ {x:50+y2

[Due risposte A, quattro B, tre C e una D]
€ Indica la risposta corretta.

ax—9%y =1
a. Il sistema & determinato se e solo se:
x+3y = —1

a#—4 a#-3 a#—2 [D] a1

b. Quale dei seguenti sistemi traduce il problema seguente? «Il perimetro di un rettan-
golo misura 150 cm. Sapendo che la differenza tra la base e l’altezza & 25 cm, quanto
misurano i lati del rettangolo?»

x+y =150 2x+2y =150
{ x—y=25 { 2x—2y =25

2x 42y =150 x+y =150
{x—y:25 @ {X=25U
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3x—ky =k

G2y =5 non € determinato?

c. Per quale valore del parametro k il sistema {

k=1 k:—% k:% [D] k=-1

x+y=2,

d. Quanto vale il determinante A della matrice dei coefficienti del sistema { =3

e. Se si applica il metodo del confronto rispetto all'incognita x, quale delle seguenti e
x—4y =4
?

I'equazione che risolve il sistema { ?
x—y=3

2x—5y=7 4y—4=y+3
fy+4=y+3 [D] 4y+4=y-3

x—y=2,

f. Quale delle seguenti sostituzioni & corretta per risolvere il sistema { N Y

y:273x y:]fx yzleX @x:ley



g. Quale dei seguenti sistemi & determinato?

3x—5y=6
6x—10y =12

o}
|

3x—5y=6
6x—10y =6

h. Quale valore non deve assumere il parametro k affinché il sistema {

determinato?

k=1 k=3

i. Affermare che due sistemi sono equivalenti significa che:

hanno lo stesso grado

E si risolvono nello stesso modo

j- Quale dei seguenti & un sistema lineare di due equazioni in due incognite?

x2—y=1
x+g2:1

xy =2
x:y=3

{ {
@) Indica la risposta corretta.
a. Un sistema lineare si dice determinato:

quando ha una sola soluzione

quando ha una coppia di soluzioni

7x—6y =2
3x+6y=28

(2,8)

b. Il sistema { ha soluzione

&

¢. Un sistema si dice impossibile quando:

& molto difficile da risolvere

ha pitt di due incognite

3x—5y =6
3x+5y=6
@ 3x—5y =6
3x—5y =6
Ix—ky=1 .
X+3y =0 sia
- [D k-
hanno gli stessi coefficienti
@ hanno le stesse soluzioni
x=1—y 2=x—y

x=1—2z

[c] { o] {

y=1

[Una risposta A, tre B, due C e quattro D]

quando ha almeno una soluzione

D]

in nessuno dei casi precedenti

non ha soluzioni

5] [2]

ha infinite soluzioni

107
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. Quanto deve valere k affinché la matrice dei coefficienti del sistema {

. Le soluzioni di un’equazione lineare in due incognite del tipo ax + by + ¢ = 0 sono:

tutti gli infiniti numeri reali certe coppie di numeri reali

tutte le coppie di numeri reali IE‘ nessuna delle risposte precedenti

. Quale dei seguenti sistemi e di terzo grado?

{xy—3 {x+y—3 {x:3y ] {x+y—3

x3+y3=3 x3+y3=3 3x+3y=3 x2+y?=3
x+ky=0

x—(k+2)y=k
abbia il determinante nullo?

k=—1 B] k=0 k=1 [D] k=2

. Quale delle seguenti equazioni & equivalente all'equazione 3x — 2y = 2y +6?

3x=6 3x+4y=6 3x—4y=6 [D] 4y—6=—3x

. Due numeri hanno somma uguale a 20 e differenza uguale a 16; allora il loro

prodotto e:

[A] 18 [B] 36 (c] 48 D] &4

i. Individua la soluzione del sistema

4x—2y=2
Ix—2y=3

(1,3) (1,-3) (-1,3) [D] (-1,-3)

j. Individua la soluzione del sistema

2x+6y =3
4x -3y =1

(33) %) (R ARy

[Due risposte A, tre B, tre C e due D]



6 PROVE INVALSI

Le prove Invalsi (Istituto Nazionale per la VALutazione del Sistema di Istruzione
e formazione), che nelle scuole superiori coinvolgono le classi seconde e quinte,
valutano I'apprendimento degli studenti italiani. Questo capitolo, rivolto alle classi
seconde, contiene esercizi di preparazione alle prove Invalsi di matematica.

6.1 ALGEBRA

Esercizio 72. A una corsa campestre partecipa il 60% degli alunni di una
scuola. Dopo i primi 3km il 30% degli alunni partecipanti si ritira e, dopo
altri 5 km, si ritira il 40% dei restanti. Tutti gli altri arrivano al traguardo.
Se gli alunni della scuola sono 1000, quanti arrivano al traguardo?

219 252 300 [D] 350

Soluzione. Gli alunni che arrivano al traguardo sono il 60% del 70% del 60% dei 1000
alunni iscritti, cioe:
1000-0,6 - 0,7 - 0,6 = 252

La risposta esatta e la B. O

Esercizio 73. Quanto fa 16100 : 2?

899 8100 ]650 @ 2399

Soluzione.
16100 . 2 — (24)100 _ 2400 . 5 _ 24001 _ 5399

La risposta esatta e la D. O
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Esercizio 74. L'insegnante chiede: «Se n & un numero intero qualsiasi, cosa
si ottiene sommando i tre numeri 2n+1, 2n+3 e 2n+5?» Anna afferma: «Si
ottiene sempre il triplo di uno dei tre numeri». Bruno risponde: «Si ottiene
sempre un numero dispari». Carla dice: «Si ottiene sempre un multiplo
di 3». Chi ha ragione?

solo Anna solo Bruno solo Carla @ tutti e tre

Soluzione. Poiché
2n+1)+(2n+3)+ (2n+5) =6n+92 =3(2n+ 3)

si ottiene il triplo del numero 2n + 3, cioe il triplo del numero intermedio (che &
dispari), quindi hanno ragione tutti e tre. La risposta esatta ¢ la D. O

Esercizio 75. Se k & un numero intero negativo, qual e il maggiore tra i
numeri seguenti?

5+k B] 5% 5—k [D] 5%

Soluzione. Per ogni k negativo, 5+ k & minore di 5, 5 k & negativo, 5K & minore
di 1 e 5—k e maggiore di 5. La risposta giusta & la C. O

Esercizio 76. La grandezza y e inversamente proporzionale al quadrato
della grandezza x e, per x = 2, si ha y = 4. Se x = §, quanto vale y?

[A] 1/4 [B] 1,2 [c] 2 [D] 4

Soluzione. Se y e inversamente proporzionale al quadrato di x, allora:

k

‘J:X7

dove k e una costante di proporzionalita. Per trovare k basta sostituire nell’equa-
zione precedente 2 al posto di x e 4 al posto di y:

k 16
Se x = 8 si ha:
_le 16 1
82 64 4

La risposta esatta e la A. O]
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Esercizio 77. Su 100 alunni di una scuola, 82 alunni giocano a calcio, 26
giocano a basket, 10 non giocano né a calcio né a basket. Quanti alunni
giocano sia a calcio che a basket?

[A] 6 [B] 8 [c] 10 D] 18

B
Basket

Soluzione. 1l grafico precedente rappresenta la situazione: B e I'insieme degli alunni
che giocano a basket e C e l'insieme degli alunni che giocano a calcio. Il numero
di alunni che giocano a calcio o a basket, pari ai 100 alunni della scuola meno i 10
alunni che non giocano né a calcio né a basket, ¢ uguale al numero di alunni che
giocano a calcio (82) piut il numero di alunni che giocano a basket (26) meno il
numero x di alunni che giocano sia a calcio che a basket:

100-10=82+26—x = x=82+26+10—-100=18

La risposta esatta & la D. O

Esercizio 78. E data I’equazione
(2k—=3)x+1—-k=0

in cui x e I'incognita e k & un numero reale. Per quale valore di k la soluzione
dell’equazione & 1?

- BJ o 1 D] 2
Soluzione. Se 1 e soluzione dell’equazione nell'incognita x, allora:
(2k=3)-1T+1-k=0 = 2k—-3+1-k=0 = k=2

La risposta esatta € la D. O
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Esercizio 79. Giorgia vuole misurare 1'altezza di un obelisco che si trova
nella piazza principale della sua citta. A una certa ora, 'obelisco proietta
un’ombra di 6,4 metri, e un palo alto 2,5 metri, che si trova nella stessa piaz-
za, proietta un’ombra di 0,8 metri. Qual e 1’altezza dell’obelisco? (Supponi
che la piazza sia orizzontale e che 1’obelisco e il palo siano verticali.)

[A] 18 [B] 20 [c] 22 [D] 24

Soluzione. Se x e ’altezza in metri dell’obelisco, si ha:

_64-25

20
0,8

X:64=25:08 = 08x=6425

La risposta esatta & la B. O

Esercizio 8o. La disequazione x? + 1 > 0 & verificata:
per nessun x per ogni x solosex >1 [D] solosex >0

Soluzione. La somma di un numero non negativo (x?) con 1 & sicuramente positiva
perché e maggiore o uguale a 1. La risposta esatta e la B. O

Esercizio 81. Una sorgente di montagna alimenta di continuo un serbatoio
con 5m3 d’acqua ogni settimana. Oggi il serbatoio contiene 100 m3 d’acqua
e un villaggio inizia a prelevare 7m> d’acqua la settimana. Scrivi l'espres-
sione che rappresenta il numero n di m3 d’acqua contenuti nel serbatoio
in funzione del numero t di settimane. Dopo quante settimane il serbatoio
sara vuoto?

[A] 2 B] 5 [c] 50 [D] 52

Soluzione. Ogni settimana il serbatoio perde 2m? d’acqua, risultato della differenza
tra i 5m?3 con cui ¢ alimentato e i 7m? prelevati dal villaggio. Il numero n di m?
d’acqua contenuti nel serbatoio in funzione del numero t di settimane e dato dalla
relazione:

n=100—-2t

Per determinare dopo quante settimane il serbatoio sara vuoto basta trovare per
quale valore di t si ha n = 0 nell’equazione precedente:

n=0 = 100-2t=0 = t=50

quindi il serbatoio sara vuoto dopo 50 settimane. La risposta esatta & la C. O
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Esercizio 82. Un parcheggio propone ai clienti tre tariffe:
tariffa A: 15 euro per tutta la giornata (24 ore);
tariffa B: 1 euro all’ora;
tariffa C: la prima ora gratis e 1,20 euro per ogni ora successiva.

Mario deve lasciare al parcheggio l'auto per otto ore. Quale tariffa gli
conviene scegliere?

tariffa A tariffa B tariffa C @ tariffe A o C

Soluzione. Per otto ore di parcheggio, con la tariffa A si spendono 15 euro, con la
tariffa B se ne spendono 8 e con la C si spendono 7 - 1,20€ = 8,40€. La risposta
esatta e la B. O

Esercizio 83. Un palo verticale e piantato in uno stagno. Un quinto del palo
e interrato nel fondale, un sesto € immerso in acqua e la parte del palo che
esce dall’acqua e lunga 8,9 metri. Quant’e lungo circa il palo?

12,02m 13,03m 14,05 m [D] 15,07m

Soluzione. Se x € la lunghezza in metri del palo, si ha:

1 1 6x +5x 4267  30x
=X+ -x+38,9 =x =

it 19x =2 ~ 14
5 c = 30 30 9x 6/ — X ,05

La risposta esatta e la C. O

Esercizio 84. Senza usare la calcolatrice, disponi in ordine crescente i
numeri 164, 313,47 ¢ 214,
Soluzione. Poiché
]64:(24)4:216 49:(22)9:218
si ha che 2'* < 16% < 47. Inoltre:

49 =28 =2.....2=(2-2-2)-...-(2:2:2)=8-...-8=8° <96 =312 313

18 volte 6 terne 6 volte

quindi 2'* < 16% < 47 < 313, O
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Esercizio 85. Lorenza afferma: «La relazione x/2 < x e soddisfatta per ogni
numero reale x». Lorenza ha ragione?

Soluzione. Poiché la frase riguarda una totalita di oggetti, basta provare che non
vale anche solo in un caso per dichiararla falsa. Per esempio, se x = —1, la disu-
guaglianza e falsa. Questo controesempio prova che Lorenza non ha ragione. [

Esercizio 86. Marco sostiene che se n & un numero intero positivo qualsiasi,
allora n? +n + 1 & un numero primo. Marco ha ragione?

Soluzione. Marco non ha ragione perché, per esempio, per n = 4 si ottiene 42 + 4 +
1 = 21, che non e primo. O

Esercizio 87. Giulia afferma: «Per ogni numero intero n maggiore di 1,
(n—T)n(n+ 1) e divisibile per 6». Giulia ha ragione?

Soluzione. Giulia ha ragione. Infatti fra tre numeri interi consecutivi c’e sempre (al-
meno) un multiplo di 2 (un numero pari) e ¢’¢ un multiplo di 3; quindi il prodotto
di tre numeri interi consecutivi & divisibile per 6. O

6.2 GEOMETRIA

Esercizio 88. Nel piano cartesiano la retta di equazione y = 3x —5 e la retta

k
di equazione y = 5% 1 sono parallele. Quanto vale k?

[A] 2 B] 3 c] 5 D] 6

Soluzione. Poiché due rette sono parallele se hanno lo stesso coefficiente angolare,
basta porre k/2 = 3, da cui k = 6. La risposta esatta e la D. O

Esercizio 89. Qual e l’area del poligono rappresentato nella seguente
figura 1?

15 16,5 18 [D] 19,5
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Figura 1 Figura 2

Soluzione. Un modo per calcolare 1’area e quello suggerito nella figura 2: si sot-
traggono dall’area del rettangolo AFGH le aree dei triangoli rettangoli AFB, DGE
e AEH e del triangolo isoscele BCD:

(35—25—2—10,5—2)m? = 18m?

La risposta esatta & la C. O

Esercizio 9o0. La figura seguente mostra il parallelogramma ABCD, con E
punto medio di AB. Qual ¢ il rapporto tra 'area del triangolo AEC e l’area
del parallelogramma?

1/4 1/3 2/5 D] 172

D C

A E B

Soluzione. 1l triangolo ABC ha area uguale alla meta dell’area del parallelogramma.
L’area del triangolo AEC & la meta di quella del triangolo ABC (hanno infatti le
basi AE e AB che stanno nel rapporto 1: 2 per ipotesi, e la stessa altezza relativa).
Quindi l'area di AEC & 1/4 dell’area del parallelogramma. La risposta esatta &
la A. O
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Esercizio 91. Qual e l'area del quadrilatero ABCD rappresentato nella

figura seguente?

[A] 5 B] 7 [c] ¢ (D] 11

-1

Soluzione. L'area del quadrilatero ABCD é la somma delle aree dei triangoli ABD

e BDC:
3-4 3.2

2:4 92 2 _ 2
<2+2>cm 9cm

La risposta esatta e la C.

Esercizio 92. La circonferenza disegnata nella figura seguente ha come cen-
tro l'origine degli assi cartesiani; P € un suo punto; i punti A e B sono le
proiezioni sugli assi cartesiani di P. Il diametro della circonferenza ¢ 12 cm.

Qual ¢ la lunghezza del segmento AB?

5cm 6cm 10cm [D] 12em

Soluzione. Osserviamo che AOBP & un rettangolo. Poiché le diagonali di un ret-
tangolo sono uguali, AB = OP. Poiché OP & un raggio, OP = (12cm)/2 = 6cm.
Quindi AB = 6 cm. La risposta esatta e la B. O



Esercizio 93. Per frequentare una palestra Paolo deve pagare una quota fissa
di 60 euro pit1 5 euro per ogni ingresso. Quale tra i grafici seguenti descrive
il costo C (in euro) della palestra in funzione del numero n di ingressi?

grafico A grafico B grafico C @ grafico D
A L .
80 1€ 80 1€ .
GO ¢ecccseccccsccsscsscne 60 + .-.
40 | 40 |
20 | 20
‘ ‘ L ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘Tl .‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ L ‘Tl.
A 2 4 6 8101214161820 2 4 6 8101214161820
|
80 [ € e 180 1€
. 160 |
60 140 |
. 120 |
. 100 | .
40 { . 80| ..t
e 60 ¢+°
200 40 |
o. 20,,
L — e
2 4 6 8101214161820 @ 2 4 6 8101214161820

Soluzione. L'ordinata all’origine della retta che descrive il costo in funzione del
numero di ingressi deve essere 60, pari alla quota fissa in euro che e necessario
pagare se si vuole frequentare la palestra. Tranne il grafico A, che pero rappresenta
una funzione costante, l'unico grafico che rispetta questa condizione & il grafico D.
Si puo verificare che per ogni incremento unitario di n (numero di ingressi) il costo
aumenta di 5 euro, coerentemente con i dati indicati nel testo. La risposta esatta &

la D.

Esercizio 94. Un capitano vede dalla sua nave che il faro A sulla costa
si trova esattamente in direzione nord-est (NE), mentre il faro B si trova
esattamente in direzione est (E). Nella mappa rappresentata nella seguente
figura 1 segna con un punto la posizione della nave.

117
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NO L NE NO N NE
E E
SO SE A SO SE A

Isola Rotonda Isola Rotonda
o Q
B ool B
Figura 1 Figura 2

Soluzione. Tracciamo due semirette, a partire dai punti A e B della costa verso il
mare, nel modo seguente: da A lungo le diagonali dei quadrati del reticolato (verso
sud-ovest) e da B lungo l'orizzontale (ovest). Il punto di intersezione delle due
semirette indica la posizione della nave (a partire dall’Isola Rotonda: 4 quadretti
verso sud e 3 verso est; figura 2). O

Esercizio 95. La figura seguente e stata costruita inserendo nel quadrato
pitt grande un secondo quadrato i cui vertici sono i punti medi dei lati del
primo. Si é ripetuta la stessa procedura, inserendo altri due quadrati. Se
l'area del quadrato piit grande & 64 cm?, quanto misura il lato del quadrato
pit1 piccolo?

V2 cm 2cm 2v2cm @ 4cm

Soluzione. Passando dal quadrato pitt grande a quello che lo segue nella successio-
ne l'area si dimezza, e cosi per ogni successivo quadrato. Quindi l'area del qua-
drato piti piccolo & 64/23 cm? = 64/8cm? = 8cm? e il suo lato misura v8cm =
2v/2cm. La risposta esatta ¢ la C. O
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6.3 PROBABILITA E STATISTICA

Esercizio 96. Un’urna contiene 40 palline: 23 sono rosse e 17 blu. Si estrag-
gono contemporaneamente due palline dall'urna. Entrambe sono blu. Sen-
za reintrodurre le due palline estratte, si estrae dall'urna una terza pallina.
Qual e la circa probabilita che anche la terza pallina sia blu?

37% 39% 1% [D] 43%

Soluzione. La probabilita e il rapporto tra i casi favorevoli (17 —2 = 15) e i casi
possibili (23 4+ 15 = 38), cioe 15/38 ~ 39%. La risposta esatta e la B. O

Esercizio 97. Un sondaggio condotto su un gruppo di 60 studenti sul nume-
ro di televisori presenti nelle loro case ha dato i risultati riportati nel grafico
seguente. Quanti studenti hanno in casa meno di tre televisori?

[A] 20 [B] 24 [c] 30 D] 40

due televisori

un televisore

'@ quattro televisori

Soluzione. Gli studenti che hanno in casa meno di tre televisori (uno o due) sono
il (20 4 20)% = 40%; su un totale di 60, essi corrispondono a 60 -40/100 = 24. La
risposta esatta e la B. O

tre televisori

Esercizio 98. Da un controllo di qualita € emerso che una macchina ha pro-
dotto 14 pezzi difettosi su un totale di 1200 pezzi. Che stima ¢ ragionevole
fare del numero di pezzi difettosi su una produzione di 2150 pezzi?

[A] 20 [B] 21 [c] 22 [D] 25

Soluzione. La frequenza relativa del numero di pezzi difettosi, cioe 14/1200, pud
essere considerata come una stima della probabilita di produrre un pezzo difet-
toso. Su questa base e ragionevole attendersi che su 2150 pezzi prodotti ve ne
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siano (14/1200) - 2150 ~ 25, cioé 25 pezzi approssimando all’intero piut vicino. La
risposta esatta e la D. O

Esercizio 99. Da un mazzo di 52 carte da poker (composto da 13 carte per
ognuno dei semi: cuori, quadri, fiori, picche) sono stati tolti i 4 assi. Si estrae
una carta a caso. Qual e la probabilita che sia di cuori?

10% 15% 20% [D] 25%

Soluzione. La probabilita e il rapporto fra i casi favorevoli (13 —1 = 12) e i casi
possibili (52 —4 = 48):

12 1 25 o

873 100 2"
La risposta esatta e la D. O]

Esercizio 100. Da un mazzo di 52 carte da poker sono state tolte alcune
carte di fiori. Dopo questa operazione la probabilita di estrarre, a caso, una
carta di fiori & 6/45. Quante carte di fiori sono state tolte?

[A] 6 B] 7 (c] 8 (D] 10

Soluzione. La probabilita e il rapporto fra i casi favorevoli (13 —x) e i casi possibi-
li (52 —x):
13—x 6

52—x 45

Quindi:
45(13 —x) =6(52—x) = 585—45x=312—-6x =— x=7

La risposta esatta e la B. O

Esercizio 101. Un test di matematica e stato proposto a due gruppi di stu-
denti. Il primo gruppo, composto da 20 studenti, ha ottenuto un punteggio
medio di 85 e il secondo, composto da 80 studenti, ha ottenuto un punteg-
gio medio di 65. Qual e il punteggio medio ottenuto dai 100 studenti dei
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due gruppi?
67 69 70 [D] 75

Soluzione. Applichiamo la formula della una media pesata:

20-85+80-65
ST Y 69
100 6

La risposta esatta e la B.

Esercizio 102. Una stazione meteorologica nelle Alpi ha misurato le tempe-
rature, in gradi centigradi (°C), durante un giorno di dicembre. La tabella
seguente riporta i dati raccolti. Che cosa ne possiamo dedurre?

La temperatura massima ¢ —1°C.
La temperatura minima e —8 °C.
La differenza tra le temperature massima e minima, & 11 °C.

@ La temperatura media & —7 °C.

Ora 1 4 7 10 13 16 19 22
Temperatura (°C) -8 —-10 —-10 -3 +1 -1 -3 —6

Soluzione. La temperatura massima e +1 °C (si registra alle ore 13) e quella minima
e —10°C (si registra alle 4 e alle 7). La differenza tra la temperatura massima e la

temperatura minima e:
[(1—(=10)]°C=11°C

mentre la temperatura media eé:

—-8—-10-10-3+1-1-3—-6,
8

C=-5°C

La risposta esatta e la C.
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6.4 ESERCIZI

Chi non risolve esercizi
non impara la matematica.

o Indica la risposta corretta.

a. Lespressione a*3 + a%*

4443 a3 . (a+1) ad7 @ 2q87

b. Si lancia 300 volte un dado non truccato a 6 facce. Quante volte ci si aspetta di
ottenere un numero maggiore di 4?

circa 100 volte circa 50 volte circa 30 volte @ circa 150 volte

¢. E noto che 7 & un numero irrazionale. Questo significa che & un numero decimale:

periodico periodico misto

- limitato @ illimitato non periodico

€ uguale a

d. Una bibita & venduta in lattine di forma cilindrica con il diametro di base di 6 cm e
I'altezza di 9 cm. Qual e la capacita della lattina?

1 1
esattamente 2 di litro poco pit di 7 di litro

1 1
poco pitt di 1 di litro @ esattamente pit di 1 di litro

e. Il numero 7 puo essere definito come:

il rapporto tra I'area di un cerchio e il suo raggio
il rapporto tra la lunghezza di una circonferenza e il suo diametro
il rapporto tra I'’area di un cerchio e il suo diametro

@ il rapporto tra la lunghezza di una circonferenza e il suo raggio

f. Ruotando di un giro completo un trapezio rettangolo attorno al lato perpendicolare
alle basi si ottiene:

un cono un tronco di cono

E un cilindro con una cavita conica @ un cilindro e un cono sovrapposto



g.

Il rapporto tra gli spigoli di due cubi & 5. Qual & il rapporto tra i loro volumi?

[A] 5 [B] 15 [c] 25 D] 125

[Una risposta A, tre B, una C e due D]

@ Indica la risposta corretta.

a.

Su un vasetto di yogurt alla vaniglia da 125 g sono indicati gli ingredienti. In par-
ticolare, si legge: «preparazione dolciaria alla vaniglia: 11%». Quanti grammi di
preparazione dolciaria alla vaniglia sono presenti, circa, nel vasetto?

13,8 13 11,0 [D] 114

. Un automobilista percorre i primi 120 km di un certo percorso alla velocita media

di 60km/h e i successivi 120km alla velocita media di 120km/h. Qual e la sua
velocita media durante 1'intero percorso?

70km/h 80km/h 90km/h [D] 100km/h

. Tl polinomio x> — 8 & divisibile per

x+8 E x—2 x+4 @ x—4

. Considera un quadrato di lato a. Se si aumenta il lato a del 20%, si ottiene un nuovo

quadrato di lato b. Di quanto aumenta in percentuale I'area del quadrato di lato b
rispetto all’area del quadrato di lato a?

Del 20% Del 40% Del 44% D] Del 120%

. Quattro circonferenze, ciascuna con diametro 10 cm, sono tangenti a due a due come

mostrato nella figura seguente.

Quanto misura il perimetro della regione colorata? (Ricorda che la lunghezza di una
circonferenza si calcola moltiplicando il suo diametro per 7t e che 1’area di un cerchio
si ottiene moltiplicando il quadrato del suo raggio per 7.)

47 5m 10m [D] 20m
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f.

g.

Se a & un numero compreso tra 0 e 1 (0 < a < 1), allora:

a<\/a<1;<a2 a2<a<ﬁ<]a
}:<\/E<a<a2 IE]\/E<a<a2<1a

Una confezione di yogurt riporta la seguente tabella di valori medi nutrizionali
(per 100 g di yogurt):

Proteine 28¢g
Carboidrati 16,3 g
Grassi 32g

Quanti grammi di carboidrati, circa, sono presenti in un vasetto di yogurt da 125 g?

7,7 13,0 16,3 [D] 204

[Una risposta A, due B, tre C e una D]

@& Indica la risposta corretta.

a.

37 + a38

L’espressione a e uguale a

2475 a’5 a37(a+1) @ a37-38

. Si sa che 2" = 1024. Quale tra le seguenti potenze di 10 & quella che piti si avvicina

a279?

107 1014 1021 [D] 102

. Nel foglietto illustrativo contenuto nella confezione di un farmaco, alla voce “Effetti

collaterali” si legge che il 2% dei pazienti trattati con il farmaco ha accusato vertigini,
mentre il 7% dei pazienti trattati con il farmaco ha avuto bruciori di stomaco. I due
tipi di effetti collaterali sono indipendenti 'uno dall’altro. Qual é la probabilita che
un paziente che ha assunto il farmaco manifesti entrambi gli effetti collaterali?

9% 0,14% 14% D] 0,9%

. Quale tra le frasi seguenti & la negazione della proposizione «Tutti i numeri interi

sono dispari»?

Tutti i numeri interi sono pari
Nessun numero intero & dispari
Almeno un numero intero & pari

@ Qualche numero intero & dispari
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e. La disequazione x? > 0 @ verificata:

per ogni x # 0 per ogni x solo se x < 0 IE‘ solo se x > 0
f. L'equazione x(x — 1) = 6 ha tra le sue soluzioni:

1/6 B] 3 6 [D] 7
g. Solo una delle affermazioni seguenti & vera. Quale?

Ogni triangolo ha un centro di simmetria

Tutti i triangoli equilateri hanno un centro di simmetria

Ogni triangolo ha almeno un asse di simmetria

@ Alcuni triangoli hanno un asse di simmetria

[Una risposta A, due B, tre C e una D]

@ Indica la risposta corretta.

a. Un’indagine sull’attivita preferita nel tempo libero, fatta su un campione di 220 stu-
denti di una scuola con 700 studenti in tutto, ha dato i risultati rappresentati nel
grafico seguente.

sport

musica I altro
lettura

televisione

Qual é la probabilita che estraendo a caso uno studente del campione si ottenga un
alunno che dedica il tempo libero alla lettura?

1/220 1/10 1/5 [D] 1/70

b. Quale delle seguenti disuguaglianze é corretta?

3 1 13
55 <0125 < = < 0,65 0,65 < 0,125 < 3 < 755

3 1 13
0,125 < 525 < 0,65 < 3 [D] 3 <755 <065 <0125
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¢. Qual e la somma degli angoli a, b, ¢, d, e, f nella figura seguente?

180+ 270¥ 360¢ [D] 450%

C

a
b d

1 1
. —— | +1?
d. Quanto fa < +1> 5 (] > 17

[A] 1 [B] 7/4 [c] 2 [D] 4

e. Elena compie gli anni in giugno. Di seguito e riportato il calendario di giugno 2015,
dove sono evidenziati i giorni festivi.

| Giugno 2015 l

Lun. Mar Mar Gio Ven Sab Dom
1 || 3|4 |5 |6
8 9 10 11 12 13
15 16 17 18 19 20
22 23 24 25 26 27
29 30

_ 0080

\.

Qual & la probabilita che Elena compia gli anni in un giorno festivo?
1/3 1/4 1/5 [D] 176

f. Scrivi la formula che esprime il valore dell’area A della figura seguente al variare
della lunghezza a.
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g. Anna e Bruna partono per una breve vacanza. Decidono che Anna paghera per il
cibo e Bruna per l'alloggio. Questo & il riepilogo delle spese che ciascuna di loro ha
sostenuto.

Anna Bruna

Lunedi 35 € 27 €
Martedi 30 € 30€
Mercoledi 21 € 49 €

Al ritorno fanno i conti per dividere in parti uguali le spese. Quanti euro deve dare
Anna a Bruna per far si che entrambi abbiano speso la stessa somma di denaro?

6€ 10€ 20€ D] 26€

[Una risposta A, due B, due C e due D]

@D Indica la risposta corretta.

a. Il numero (v/3)'° & uguale a:
¥ v3s 3 (D] V3

b. Il grafico seguente rappresenta la popolazione residente (espressa in milioni) nei
censimenti dal 1911 al 2001.

~ 60 54 56 57 57
£ 51
= 47
g 42 42
40
& 401 36 .
]
[=
e}
N
<
S 20f -
o
[a M

N
o c\"’ q“’ q“’ q"’Aﬁh g q°° \q"‘

»0

Quale delle affermazioni seguenti e vera?

I censimenti sono stati fatti regolarmente ogni dieci anni.

La popolazione é rimasta invariata negli ultimi tre censimenti.

Dal 1911 al 1921 la popolazione & aumentata di quattro milioni di persone.

@ Dal 1936 al 1951 la popolazione & aumentata di quattro milioni di persone.
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c. L'insegnante dice: «Sia n un numero intero. Il numero n(n — 1) & sempre pari? Op-

pure sempre dispari? Oppure puo essere qualche volta pari e qualche volta dispari?».
Alcuni studenti rispondono in questo modo:

o Angela: «Puo essere sia pari che dispari, perché n & un numero qualsiasi».
e Barbara: «E sempre dispari, perché n — 1 indica un numero dispari».
e Chiara: «E sempre pari, perché 3 - (3 —1) fa 6, che & pari».

e Diana: «E sempre pari, perché n e n — 1 sono numeri consecutivi e quindi uno
dei due deve essere pari».

Chi ha ragione e fornisce la spiegazione corretta?

Angela Barbara Chiara @ Diana

. Il prezzo p (in euro) di una padella dipende dal suo diametro d (in centimetri)

secondo la formula p = ﬁdz. Quale delle affermazioni seguenti e vera?

Il prezzo della padella e direttamente proporzionale al suo diametro.
Il prezzo della padella & inversamente proporzionale al suo diametro.
Il prezzo della padella aumenta all’aumentare del suo diametro.

@ I rapporto tra il diametro della padella e il suo prezzo & 15.

. Nella scuola di Martina il punteggio massimo delle verifiche & 100. Martina ha

un punteggio medio di 60 nelle sue prime quattro verifiche. Alla quinta verifica
prende 80. Qual e la media dei punteggi di Martina dopo tutte e cinque le verifiche?

[A] 60 [B] 64 (c] 70 D] 80

. La figura seguente mostra le orme di un uomo che cammina.

—— A SR s

La lunghezza P del passo e la distanza tra la parte posteriore di due orme consecutive.
Per gli uomini, la formula n/P = 140 fornisce una relazione approssimata tran e P,
dove n e il numero di passi al minuto e P & la lunghezza del passo in metri. Se la
formula si applica all’andatura di Marco che fa 70 passi al minuto, qual é la circa
lunghezza del passo di Marco?

0,20m [B] 0,25m [C] 040m D] 0,50m
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g. Le misure dei lati di un rettangolo si riducono del 20%. Di quanto diminuisce in
percentuale I'area del rettangolo?

20% (B] 36% 40% D] 64%
[Una risposta A, due B, due C e due D]

@D Indica la risposta corretta.

a. Uno dei grafici seguenti rappresenta la funzione y = 1 —4x. Quale?

Y Y Y
@{{@/} @{ @[

b. La stampante S; in un minuto stampa il triplo delle pagine della stampante S,.
Quando S; e S, lavorano contemporaneamente stampano in tutto 24 pagine al mi-
nuto. Se S, viene sostituita con una stampante identica a S, quante pagine potranno
essere stampate complessivamente in un minuto?

[A] 24 [B] 30 (c] 36 [D] 48

¢. Le persone, durante le attivita sportive, non dovrebbero superare una determinata
frequenza del battito cardiaco, frequenza che varia in funzione dell’eta. Il nume-
ro massimo di battiti al minuto che non dovrebbe essere superato si puod calcolare
sottraendo a 220 l'eta x del soggetto. Inoltre, perché un allenamento in palestra sia
efficace, il numero dei battiti y dovrebbe essere mantenuto in un intervallo compreso
tra il 70% e il 90% della frequenza cardiaca massima consigliata. Quale delle disu-
guaglianze seguenti esprime il numero di battiti da mantenere in un allenamento
efficace?

70-(220—x) <y < 90 - (220 —x) 220-0,9-x <y <220—0,7-x
0,7-(220—x) <y<0,9-(220—x) [D] 0,9-220—x <y <0,7-220—x
d. Un atomo di idrogeno ¢ formato da un protone, la cui massa & circa 2 - 1027 kg, eda

un elettrone, la cui massa & circa 9- 103! kg. Quale tra i valori seguenti approssima
meglio la massa totale dell’atomo di idrogeno?

210 % kg 11-1073" kg 11-1078kg  [D] 18-10758kg

e. Nelle ultime elezioni ¢ andato a votare il 70% dei cittadini. Di questi il 20% ha votato
per il partito A. Quale percentuale di cittadini ha votato per il partito A?

14% 20% 50% D] 60%
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f. Un triangolo ha un lato di 6 cm e uno di 10 cm. Quale tra le seguenti non puo essere
la misura della lunghezza del terzo lato?

6,5 cm E 10 cm 15,5 cm @ 17 cm

g. Andrea, Beatrice, Carlotta e Dario vogliono fare un’indagine statistica sui gusti degli
studenti delle scuole superiori della loro citta.

e Andrea propone di intervistare tutti i 245 alunni delle classi quinte di due scuole
superiori della citta;

e Beatrice propone di intervistare un numeroso gruppo, scelto a caso, di ragazzi
all’uscita da una discoteca della citta;

e Carlotta propone di intervistare 200 studenti, scelti a caso tra tutti gli studenti
delle scuole superiori della citta;

e Dario propone di pubblicare le domande dell’intervista sul giornalino della sua
scuola e di raccogliere le risposte pervenute.

In assenza di altre informazioni, il campione pil1 rappresentativo per I'indagine &
quello proposto da

Andrea . Beatrice Carlotta IE‘ Dario
[Tre risposte A, una B, due C e una D]

@D 1 figura seguente mostra i grafici delle funzioni f(x) = 2x —5e g(x) = —3x + 1.

A

1Y

Indica se ciascuna delle affermazioni seguenti e vera o falsa.

a. f(x) = g(x) se e solo se x = 1,2
b. f(x) > 0 se e solo se x > 0
c. f(x) =0 se e solo se x = 2,5
d. g(x) > f(x) se e solo se x < 1,2

[Tre affermazioni vere e una falsal
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@D Indica la risposta corretta.

a. In quale delle seguenti coppie di numeri il numero 2,25 & maggiore del primo
numero ma minore del secondo?

Te2 2e5/2 5/2e11/4 [D] 11/4e3

b. Qual ¢ il numero successivo della sequenza 2, 3, 8, 63, ...?

125 [B| 126 504 D] 3968

¢. Qual ¢ il numero successivo della sequenza 2, 4, 9, 20,43, ...?

[A] 86 [B] 88 [c] 90 D] 92

d. Quale numero va escluso nella sequenza 5, 8, 15, 18, 21, 25, 28, 35, ...7?
8 B] 18 21 [D] 28

e. Qual ¢ la lettera successiva della sequenza B, E, H, M, ...?

O P Q [D] ®
f. La frazione 3/2 &:

compresa tra 1 e 2 compresa tra 2 e 3
maggiore di 2 @ minore di 1

g. Sia 1 un numero. Quando n e moltiplicato per 7 e aumentato di 6, si ottiene 41.
Quale delle equazioni seguenti rappresenta questa relazione?

m+6=41  [B|] n—6=41 m-6=41  [D] 7(n+6) =41
h. Se 4 moltiplicato per un numero fa 48, quanto vale un terzo del numero?

[A] 4 [B] 8 [c] 12 D] 16

i. Le potenze (4/3)2 e 42 /3 hanno lo stesso valore?
No, la prima vale 16/3 e la seconda 16/9.
No, la prima vale 16/9 e la seconda 16/3.
Si, valgono entrambe 16/3.

@ Si, valgono entrambe 9/16.
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j- Indica I’affermazione falsa. Se sommiamo tre numeri consecutivi dispari si ottiene:

sempre un numero dispari a volte un pari, a volte un dispari
un multiplo di tre @ il triplo di uno dei tre numeri

[Tre risposte A, tre B, tre C e una D]

@D Indica la risposta corretta.

a. Data la sequenza

o o [ 2 J [ ] [ ] o o
[ ] [ 2 J [ ] 7 [ ]
o o o o [ ] [ ] o o ®
o o [ ] o o ° ° o o °
[ ] [ ] 7
o o [ ] [ ® [

:': .. :: @55

b. Nell'uguaglianza seguente, a ogni simbolo corrisponde un dato valore:
O+O+O+rO+R®+*Q=-O+O+ R+ +Q+Q+D
Sapendo che ® + ® = @, quanto vale @?
zero ® ®+® @ ®+®+®

¢. Qual ¢ la lettera successiva della sequenza Z, 7, U, 11, 5, 15, Q, 19, ?

0,23 Q21 23,0 [D] 5,17

d. Completa la sequenza seguente.

5 X 9

x=8,y=36 x=7,y=37 x=7,y=36 [D] x=2351y=34
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e. Completa la sequenza seguente.

[A] 10 [B] 12 [c] 14 D] 16

f. Completa la sequenza seguente.

rard

[A] x=25,y=19 [B] x=25,y=20 [C] x=24,y=18 [D] x=24,y=19

g. Qual & il numero mancante?

[

[A] 6 [B] 7 (c] 9 [D] 27

[Due risposte A, due B, una C e due D]

€D Indica la risposta corretta.

a. Aggiungendo 1 al prodotto di un numero intero n per lo stesso numero aumentato
di 2, si ottiene:

A| un numero dispari C| un quadrato perfetto

E un numero pari @ non si puo sapere

b. La radice quadrata di 100000 e circa uguale a:

100 [B] 300 1000 [D] 5000
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¢. Se n & un numero intero pari, com’e il prodotto (n+1) - (n—1)?

Pari, perché se si aggiunge 1 e si toglie 1 il risultato € sempre pari.

C| Dispari, perché il prodotto di due numeri dispari & sempre dispari.

Pari, perché la differenza tran+1emn —1 & sempre 2.

@ I dati non sono sufficienti per rispondere.

d. Se il numero intero n & dispari, com’e il prodotto n - (n+5)?

Dispari, perché il prodotto di due numeri dispari & dispari.
Pari, perché il fattore n + 5 & pari.
Pari, perché la somma di due numeri dispari e sempre pari

Non ci sono dati sufficienti per rispondere.

5] [a] [=] []

e. Quali tra le quantita seguenti & la minore?
il 20% di 300 i2/7 di 140 i116% di 400 [D] i6/5di45

f. Seaeildoppiodibcheei 5/6dic, quanto vale a?
2, % 2, D]
g. Il numero v0,09 e uguale a:

0,003 0,03 3/10 D] 0,81

h. All'interno di un cubo di lato a ¢’¢ una cavita cubica di lato b. Quanto vale il volume
del cubo cavo?

a? — b2 b2 — a2 a3 + b3 [D] a3-b?
i. Qual e la lettera successivo della sequenza C, F I, N, Q, ...?
T o R D] z
j- Ogni volta che supera un esame, Paolo festeggia bevendo un’aranciata. Quindi:
se Paolo beve un’aranciata, allora ha superato un esame.
se Paolo non supera un esame, allora non beve mai un’aranciata.

Paolo beve un’aranciata solo se ha superato un esame.

@ se Paolo non beve un’aranciata, allora non ha superato un esame.

[Due risposte A, tre B, tre C e due D]
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@D Indica la risposta corretta.

a. Franco incolla su un cartoncino una fotografia rettangolare di dimensioni 22 cm x
15cm. Attorno alla fotografia resta una cornice larga 3 cm, come si vede nella figura
seguente.

Qual e l'area del cartoncino?

450 cm? 504 cm? 525 cm? @ 588 cm?

b. Un sacchetto contiene 15 caramelle alla menta e 25 caramelle al limone. Con 100 ca-
ramelle alla menta e 180 caramelle al limone, qual e il numero massimo di sacchetti
con la stessa composizione del sacchetto precedente che si possono riempire?

4 5 C| 6 7
A

c. Considera 'equazione y = 2x 4 k. Per quale valore di k essa rappresenta una retta
che passa per il punto di coordinate (1,5)?

k=0 k=1 k=2 [D] k=3

d. In una gara motociclistica una moto ha il 30% di probabilita di vincere la gara se il
terreno e bagnato e il 60% di probabilita di vincere se il terreno & asciutto. La proba-
bilita che il giorno della gara il terreno sia asciutto & del 20%. Qual & la probabilita
che la moto vinca la gara?

20% [B] 30% 36% D] 60%

e. A una conferenza sono presenti 90 persone. Le donne sono 14 pit degli uomini.
Quanti sono gli uomini?

[A] 31 B] 38 [c] 59 D] 76
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. Due urne A e B contengono ciascuna tre biglietti numerati con i numeri 1, 2 e 3.

Si estrae un biglietto dall'urna A e poi un biglietto dall'urna B e si sommano i due
numeri estratti. Fra tutte le possibili somme, qual & la pit1 probabile?

[A] 3 [B] 4 [c] 5 D] 6

. Con una bilancia si & misurata dieci volte la massa di una lastra di alluminio, otte-

nendo le misure seguenti in chilogrammi:

10,55 10,76 10,60 10,87 10,64 10,67 10,84 1046 10,55 10,70

Quale tra le grandezze seguenti e pit adatta a rappresentare la massa della lastra di
alluminio?

la varianza la moda la mediana @ la media

[Una risposta A, due B, due C e due D]

@ Indica la risposta corretta.

a. Il grafico seguente riporta il numero di tablet venduti nei mesi di luglio, agosto e

settembre da un negozio di informatica. Negli altri nove mesi dell’anno lo stesso
negozio ha venduto in media 18 tablet al mese.

40
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0
luglio agosto  settembre

Qual & il numero medio mensile di tablet venduti in quell’anno dal negozio?

circa 21 E circa 24 circa 28 @ circa 31

b. Ai soci di un supermercato un detersivo & venduto, con lo sconto del 20%, al prezzo

di 1,40 €. Quanto costa quel detersivo ai clienti che non sono soci del supermercato
e che quindi non hanno diritto allo sconto?

1,2€ 1,68 € 1,75 € [D] 2,80€
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1 1
. fa(l1—<):(1+3)?
c. Quanto a< 7) <+7)

3/4 6/7 7/8 [D] 4/3

d. II grafico seguente mostra il numero di studenti stranieri presenti in Italia dal 2001
al 2011, espresso in migliaia.

800 [~ 756 |
711
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400
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Di quanto sono aumentati in percentuale gli studenti stranieri nel 2008 rispetto
al 2006?

circa del 20% circa del 26% circa del 64% EI circa dell’80%
2
e. L'espressione (a = a) si puo scrivere come:

2 4 2_ 1
aZ_(l) at 41 % D] @+5-2

a?

f. Il rettangolo AFED é formato da due quadrati congruenti ABCD e BFEC con un lato
in comune.

D C E

A B F

I perimetro di ciascuno dei quadrati misura 36 cm. Quanto misura il perimetro del
rettangolo AFED?

48 cm 50cm 52cm EI 54 cm
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g. Lisbona, Coimbra e Beja sono tre citta del Portogallo. In linea d’aria, Lisbona dista
circa 180 km da Coimbra e circa 140 km da Beja. La distanza in linea d’aria tra Beja e

Coimbra e:
maggiore di 320 km compresa fra 40 km e 320 km
E circa 40 km @ circa 320 km

[Due risposte A, una B, due C e due D]
@ Indica la risposta corretta.

a. La figura seguente & composta da 13 quadrati, tutti di lato 1 cm.

Se il lato di ciascun quadrato si dimezza, allora I'area della figura diventa:
3cm? 3,25 cm? 3,5cm? @ 3,75 cm?

b. Una casa editrice propone all’autore di un libro di scegliere uno tra due tipi di
contratto relativi al suo compenso.

Contratto forfettario: compenso di 50000 euro, indipendentemente dal numero
di copie vendute.

Contratto a partecipazione: compenso di 5000 euro, a cui si aggiunge il 10% del
prezzo di copertina per ogni copia venduta.

I prezzo di copertina del libro e di 30 euro. Qual é il numero di copie che bisogna
vendere perché il compenso ottenuto con il contratto a partecipazione sia uguale a
quello ottenuto con il contratto forfettario?

10000 [B] 12500 15000 [D] 17500

c. Considera la retta passante per i punto A(—1,3) e B(2,1). Il coefficiente angolare
della retta AB e:

~2/3 2/3 -3/2 [D] 3/2
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d. Osserva la figura seguente.

B

A E D

Se si fa ruotare il trapezio rettangolo ABCD di un giro completo attorno alla sua
base minore, si ottiene:

un cilindro e un cono sovrapposti un cilindro e due coni sovrapposti
un tronco di cono @ un cilindro con una cavita conica
e. Agli alunni di una classe si chiede per quanto tempo al giorno, in media, usano

la connessione a Internet con i loro dispositivi (computer, tablet, smartphone). La
tabella seguente riporta i risultati del sondaggio.

Tempo di connessione Numero di alunni

(in minuti)

Da 0 fino a 60 2
Pit1 di 60 fino a 120 4
Pit1 di 120 fino a 180 12
Pit1 di 180 fino a 300 8

Quale tra le espressioni seguenti permette di calcolare il tempo medio giornaliero di
connessione a Internet degli alunni della classe?

30490 + 150 + 240 2+4412+38
: =
60-2+120-44+180-12+4300-8 @ 30-2490-4+150-12+4240-8
24+44+12+38 24+44+12+38

f. Una fabbrica usa due macchine, M; e M;, che lavorano indipendentemente 1'una
dall’altra. Ciascuna delle due macchine produce chiavette USB da 16 GB e da 32 GB,
nelle percentuali descritte dalla tabella seguente.

Chiavette da 16 GB Chiavette da 32GB Totale

M, 18% 42% 60%
M, 22% 18% 40%
Totale 40% 60% 100%

Qual ¢ la probabilita di estrarre dalla produzione della fabbrica una chiavetta da 16 GB
prodotta da M7?

18% 22% 24% [D] 40%
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g. Sia n un qualsiasi numero intero. Allora:

3n é dispari 2n 41 é dispari
n? +1 e pari @ (2n+1)? & pari

[Due risposte A, una B, due C e due D]

€ Indica la risposta corretta.

a. Nella figura seguente, sia AC = x.

A B C

D E F

Sapendo che i quadrilateri ABED e BCFE sono quadrati, quanto vale l'area del
triangolo ABE?

x2/8 x2 /4 x2/2 @ x2

. Andrea frequenta una scuola composta da un liceo scientifico, un liceo classico e un

istituto tecnico. Nell'ultimo anno, gli studenti sono stati 1125, di cui 675 iscritti al
liceo scientifico. Che percentuale rappresentano gli iscritti al liceo scientifico?

40% [B] 50% 60% [D] 70%

. Quando la discoteca “Blue Moon” era la pit in voga del momento, 1'ingresso costa-

va 30 euro. Ora, dopo un periodo di insuccessi, i gestori hanno deciso di ridurre il
prezzo, abbassandolo a 20 euro. Qual é stata la diminuzione percentuale del prezzo?

10% [B] 20% 33,3% [D] 50%

. Per comprare il suo smartphone, Luca deve versare al momento dell’acquisto 120 eu-

ro, cioe il 40% del prezzo totale; il resto verra pagato in rate mensili. Quanto costa,
complessivamente, lo smartphone scelto da Luca?

48 euro E 180 euro 200 euro @ 300 euro

b
. Siano a, b, ¢, d quattro numeri diversi da zero, tali che a/b = c¢/d. Allora % e

uguale a:

a/b [B] 1 c/d D] b/a
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f. 11 grafico seguente riporta le percentuali di studenti di una scuola che hanno uno
smartphone.
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Quale tra le affermazioni seguenti non pud essere ricavata dal grafico?

Nei primi due anni, gli studenti senza smartphone erano la maggioranza.
Il numero di studenti che hanno uno smartphone & aumentato negli anni.
Nel 2015, meta degli studenti della scuola aveva uno smartphone.

IE‘ La percentuale di studenti senza smartphone & diminuita negli anni.

8. A sei gruppi di persone e stato chiesto di provare per quindici giorni due dentifri-
ci, D1 e Dy, e di scegliere il migliore. I risultati sono stati i seguenti.

Gruppo1l Gruppo2 Gruppo3 Gruppo4 Gruppo5 Gruppo 6

D, 12 3 12 8 13 6
D; 9 14 9 12 6 4

Quante preferenze ha ottenuto mediamente ciascun dentifricio?
6 B] 7 8 [D]
[Una risposta A, due B, due C e due D]

€ Quanti sono i numeri interi compresi fra 1 e 1995 che non sono divisibili né per 2
né per 5? [798]

@D In un gioco si conta da 1 a 100 e si applaude ogni volta che si incontra un multiplo
di 3 o un numero che termina per 3. Quante volte si applaude? (39]

€D Sulla lavagna & scritto il numero 1. La sola mossa permessa & cancellare il numero
scritto e sostituirlo con il suo doppio o il suo quadrato. Qual & il numero piu grande che
si pud ottenere in otto mosse? [2128]
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€ 1 piano tariffario di un cellulare prevede un costo di 0,15 euro per lo “scatto alla
risposta” pit1 0,12 euro per minuto o frazione di minuto di conversazione. Per esempio, se
parlo un minuto e un secondo pago (0,15 + 0,24) euro, come se parlassi esattamente due
minuti.

a. Quanto si spende per una telefonata che dura 7 minuti e 10 secondi?

b. Se nel cellulare mi & rimasto un credito di 4 euro e voglio fare una telefonata, quanti

minuti al massimo puo durare? o
[1,11 euro; 32 minuti]

€ D= alcuni anni, in un parco si somministra a una specie di alberi un prodotto per
eliminare un parassita che ne causa la morte. I grafici seguenti rappresentano rispettiva-
mente il numero di alberi sottoposti a trattamento negli anni (figura 1) e il numero di alberi
guariti (figura 2). Indica se ciascuna delle affermazioni seguenti ¢ vera o falsa.

1000

400
1000 - | B |
2 g 40 360 360
= 800 g 325
5 700 700 ) <
- -
E 600 E
] [
5 500 . 5 200 -
e °
[ %]
g g
2 j=]
Z Z
0 0
2005 2006 2007 2008 2009 2005 2006 2007 2008 2009
Figura 1 Figura 2

a. Nel 2009 la percentuale di alberi guariti rispetto a quelli trattati & inferiore a quella

del 2006.

b. Nei cinque anni sono stati fatti circa 3800 trattamenti.

c. Nel 2005 & guarito meno del 40% degli alberi trattati.

[Un’affermazione vera e due false]

@) In una funzione del tipo f(x) = ax+ b, il numero a si dice pendenza. Inoltre si
dice zero di una funzione f(x) ogni valore di x per cui f(x) = 0. Indica se ciascuna delle
affermazioni seguenti e vera o falsa.

a. Le funzioni del tipo f(x) = b, con b # 0, non hanno zeri.
b. Lo zero della funzione f(x) = 3x & —3.
c. Nelle funzioni del tipo f(x) = b, la pendenza & 0.
d. Lo zero della funzione f(x) = x —5 & 5.

[Tre affermazioni vere e una falsal
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@D 1 grafico seguente rappresenta la posizione s (in km) in funzione del tempo t
(in h) di un oggetto che si muove su una traiettoria rettilinea. Indica se ciascuna delle
affermazioni seguenti e vera o falsa.

a. L'oggetto ha impiegato 3,5h per compiere l'intero percorso.
b. L'oggetto ha percorso in totale 2,5 km.
c. L'oggetto e rimasto nella stessa posizione per 1h.

d. Nella prima ora e mezza, I'oggetto si € mosso alla velocita media di 2,5km/ h.

[Due affermazioni vere e due false]

35 s (km)
3
2,51
2 4
151
1 4
0,5+

t (h)
0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

@ Siano dati i numeri reali a e b. Indica se ciascuna delle affermazioni seguenti & vera
o falsa.

a. Se a =2, allora a2 = 4. d. Sea=0,alloraa-b=0.
b. Se a2 =4, allora a = 2. 3 B 6 = ), sl @ = )

c. Sea-b=0,allora a =0. [Tre affermazioni vere e due false]

@) La tabella seguente indica di quanto & aumentata ogni anno in percentuale la
produzione di un’azienda rispetto all’anno precedente negli anni dal 2010 al 2015.

Anno 2010 2011 2012 2013 2014 2015
Aumento percentuale annuo +2% +5% +12% +8% +4% +8%

Indica se ciascuna delle affermazioni seguenti e vera o falsa

a. Dal 2014 al 2015 la produzione & raddoppiata.
b. Dal 2012 al 2013 la produzione & diminuita.
¢. Nel periodo 2010-2015 il massimo di produzione si & avuto nel 2015.

[Un’affermazione vera e due false]
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@ Indica se ciascuna delle seguenti affermazioni relative a numeri interi & vera o falsa.

a. Se il prodotto di due interi & divisibile per 6, allora uno dei due fattori e divisibile
s

b. Se a+b e divisibile per 2, allora sia a che b sono divisibili per 2.

¢. Se a e un multiplo di 3 e b € un multiplo di 4, allora a - b & un multiplo di 6.

[Un’affermazione vera e due false]

@) Una lavanderia a gettoni lavora con orario continuato dalle 9 alle 18. Ogni lavatrice
fa cicli di lavaggio della durata di 33 minuti, cui si devono aggiungere 10 minuti per
'operazione di carico e 5 per lo svuotamento. Quanti lavaggi completi, compresi di carico
e svuotamento, puo fare al massimo una lavatrice in un giorno? (1]

@ Nella tabella seguente, d rappresenta la distanza in metri fra 1’abitazione e la scuola
di ciascuno degli alunni di una classe.

Distanza dallascuola 100 < d <500 500<d< 1000 1000<d< 1500 d>1500

Numero di alunni 2 8 5 10

a. Quanti sono gli alunni che abitano a meno di 1km dalla scuola?

b. Qual ¢ la percentuale di alunni che abitano a meno di 1,5km dalla scuola?
(10; 60%)]

@D Osserva la tabella seguente, che riporta la distribuzione di frequenza degli stipendi
mensili dei dipendenti di un’azienda.

Stipendio (€) 1000 1300 1800 3500 5000
N. dipendenti 12 145 20 8 6

Indica se ciascuna delle affermazioni seguenti & vera o falsa.

a. La moda della distribuzione & 145.
b. La mediana della distribuzione & 1300 euro.
c¢. La media della distribuzione & minore di 1800 euro.

[Due affermazioni vere e una falsa]
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